Kvadratna funkcija

(INTERNO GRADIVO)

Ni lektorirano

Prispevke v tem gradivu lahko uporabite za svoje osebne potrebe, lahko jih objavite na vasi spletni
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1 Definicija in oblike kvadratne funkcije

Ponovimo nekaj osnovnih dejstev o funkcijah.

Funkcija ali preslikava f iz mnozice A v mnozico B (f : A — B) je predpis, ki vsakemu
elementu iz mnozice A poskusa prirediti natanko dolocen element v mnoZici B. Ele-
mentom mnoZice A pravimo neodvisne spremenljivke (tudi praslike, originali) in jih
obicajno oznacimo z x, elementom mnoZzice B pa odvisne spremenljivke (tudi funkcijske
vrednosti, slike) in jih obi¢ajno oznacimo z y.

Ce originalu x funkcijski predpis lahko priredi sliko y, to oznacimo z:

y=1»Ff(x) ali f:xw—y alt f:x— f(x)

f F—u=1fx

Zapis y = f(x) imenujemo enacha funkcije. V vecint primerov funkcij, ki jih bomo ali
smo jih obravnavali, bosta mnoZzici A in B mnozici realnih Stevil R. V takem primeru
bo f(x) izraz, v katerem nastopajo spremenljivka x, znana realna Stevila, matematicne
operacije ter simboli.

Primer realne funkcije je linearna funkcija z enacbo f(x) = kx + n. Pri tem Stevilo k
imenujemo smerni koeficient, Stevilo n pa zacetna vrednost funkcije (= f(0)).

Zgled1: Primer realne funkcije je linearna funkcija s predpisom f(x) = kx + n. Ste-
vilo k imenujemo smerni koeficient, Stevilo n pa zacetna vrednost funkcije (= 7(0)).

Vzemimo, da je k = —% in n = 3, torej je f(x) = —3X + 3.

1. lzracunaj: 1(0), f(—3), f(3x), f(a +1).
Resi enache: f(x) =0, f(x) =2, f(b—1) =—-2.

Narisi graf funkcije f.

> WD

Zapisi enacbo linearne funkcije g, ki ima graf vzporeden grafu funkcije f in ima
pri x = 2 vrednost —3.



1. f(0)=—-5-043=3,f(-3)=—2%-(-3)+3=2+3=5f3x)=—-%-3x)+3=
—2x+3, fla+)==2 (a+1)+3=-L-243=-24 7

2. fx)=0=>—-%2+43=0-3=>-2x+9=0=>-2x=-9=x =
fx)=2=>—-2+3=2]-3=>-2x+9=6=-2x=-3=x=
flb—1)=-2=-2243=-2[3= -2b+249=-6=-2b=-17=b=1

3. Graf katerekoli realne funkcije je mnozica vseh tock T (x, f(x)). Ker je graf linearne
funkcije premica, zadosca, ¢e pois¢emo dve taki tocki, To obicajno storimo s tabelo,

, o x|0 3 =3 oy y
recimo (ena tocka je za kontrolo): J } 31§ V tabeli izracunane tocke
oznacimo v koordinatnem sistemu in skoznje nariSemo premico.

y
e}
O,
Oo—> X
4. Vzporedne premice imajo enake smerne koeficiente, zato je g(x) = —%x + n.
Konstanto n izracunamo iz enacbe f(2) = —3, ki postane enacha —3 = —% 24+ n.

v v _ 5 . _ 2 5

Resitev te enacbe je n = —3, zato je g(x) = —§x — 3. |

V naslednjih razdelkih bomo obravnavali kvadratno funkcijo. Njena enacba je f(x) =
ax?+ bx+ c. Koli¢ine a, b, c realna &tevila in jih imenujemo koeficienti kvadratne funk-
cije. Za vodilni koeficient a zahtevamo, da ni enak 0, torej a # 0, saj bt v nasprotnem
primeru imeli opravka z linearno funkcijo.

linearni koeficient

!
f(X) :@{)XZ @x —|—@—> prosti ¢len

vodilni koeficient



Zapisano enacbo imenujemo splosna ali razvita oblika. Sestavljajo jo trije ¢leni: vodilni

dlen (ax?), linearni &len (bx) in prosti ¢len (c).

y=ax’+bx+c )
splosna
oblika

Enacbo s preprostimi postopki preoblikujemo v Se dve obliki: temensko in nicelno.
Pri izpeljavi bomo potrebovali

Oglejmo si kako splosno obliko spremenimo v temensko.
dobro znano enakost: (A + B)? = A2 + 2AB + B2 :

2 2
b b b b
ax’> +bx+c=a(x*+=x)+c=a x> +2—x+|—] —|=— +c=
a 2a 2a 2a
2 =-D
2 2
=a x2+2bx+ b a b +c=a|x+ b —i—40€_b2
N 2a 2a 2a N 2a 4a
~~ N—
==p =q
A=x, B:%
Kolic¢ino
D = b?—4ac .
diskriminante
imenujemo diskriminanta kvadratne funkcije, kolicini
—b —D
D — —, ( = —— . .
f 2d ! 4a koordinati
temena

pa koordinati temena T (p, g) kvadratne funkcije. Temenska oblika kvadratne funkcije

imenujemo naslednji zapis enacbe kvadratne funkcije:

. 2
y = alx —p)°+gq temenska
oblika

Naslednja oblika je nicelna. Pri preoblikovanju bomo uporabili formulo za razliko kva-

dratov: A2— B2 = (A— B)(A + B).
24 29 _ by D _
alx=pP+q=a((x=p) a)—a((x+20) 402)—

2
b vD b vD b vD
=0 (X+Z)2_(Z) :“((”Z)_Z)((HZ) 20



X_—b+\/5 . —b—vD

=a
2a 2a

lzraza

_—b+vD —b—VD

x| = in X; =
2a 2a

imenujemo nicli kvadratne funkcije, obliko

y =alx —xq)(x —x2)

pa nicelna oblika kvadratne funkcije.

Pojasnimo zakaj nic¢elna oblika. Za niclo poljubne realne funkcije f smo proglasili tako
Stevilo x = v, da je vrednost funkcije f(v) = 0. Kvadratna funkcija y = a(x — x1)(x — x2)
pa zavzeme vrednost O ravno pri Stevilih x = x; in x = x2.

Ni¢lt in absciso temena veze koristna enacha :

J_X1-i-X2
P="

ki jo hitro ugledamo v naslenji vrsti:

_ =b+vVD | —b=VD _ —2b _
X1+ X2 = 2a + 2a - 2a 2/3

Napravimo kratek povzetek povedanega:

Kvadratna funkcija nastopa v treh oblikah:
o kot tri¢lenik y = ax? + bx + ¢ (splo$na oblika),
o kot dvo&lenik y = a(x — p)? + g (temenska oblika),
o kot enoclenik y = a(x — x1)(x — x2) (nicelna oblika).
Prehode iz ene oblike v drugo omogocajo enache za D, p, g, x; in x,. Mimogrede

opazimo, da je vsaka oblika natanko dolocena s tremi kolicinami (parametri): splosna
za, b, c,temenska z a, p, g in nicelna z a, xy, xo.

nicli
funkcije

nicelna
oblika



Zgled2: Dopolni naslednjo tabelo. Oznake v tabeli so obicajne, torej so a, b, c koe-
ficienti kvadratne funkcije, D diskriminanta in tako dalje.

f(x) alblc| D p qg |x| x
2x% — 3x + 1
—x’+3
(@? + 1)x% + 2x + 1 —4a? ra
2x—1)P2+32x—N+2[4[2]0 — 01

Povejmo le rezultate: 2,—3,1,1,3/4,—1/8,1,1/2; —1,0,3,12,0,3,V3, —V3; a® +
1,2,1,—4a% —1/(a® + 1), a®*/(a® + 1), —, —; 4,2,0,4,—1/4,—1/4,0, —1/2. u

2x> 4+ x—06

Zgled3: Okrajsaj ulomek: — .
x4 —x—0

Ulomek lahko krajSamo, ¢e sta Stevec in imenovalec faktorizirana, tj., da sta enoclenika.
Stevec in imenovalec sta splo3ni obliki dveh kvadratnih funkcij. Obe funkciji zapiemo
v ni¢elni obliki: 2x* 4+ x —6 = 2(x + 2)(x —3), x> —x — 6 = (x + 2)(x — 3). Pri prvi smo
poiskali ni¢le kvadratne funkciji, drugo pa smo ugnali z znanjem prvega letnika (Viete).
Dobimo:

2 +x—6  2(x+2)(x—3) 2(x—-3) 2x-3

x2—x—6  (x+2(x—3) x-3  x-3

Pogosto moramo iz danih podatkov poiskati enacbo kvadratne funkcije. Glede na vrsto
podatkov izheremo primerno obliko in v njej izra¢unamo neznane kolic¢ine. PokaZzimo
to z nekaj primeri.

Zgled4: Zapisi kvadratno funkcijo s temenom v tocki T(% —4) in zacetno vrednostjo
-3.

Izberemo temensko obliko, saj imamo o njej najvec¢ podatkov: y = a(x — %)2 — 4.
Izracunati moramo Se a. Toda zacetna vrednost funkcije je -3, dosezena pa je, ko
za x izberemo 0. Zato: —3 = a(0 — 1) =4 = a = 4 in enacbha iskane funkcije:

2
g:4(x—%)2—4:4x2—4x—3. |



Zgled5: Zapisi kvadratno funkcijo s temenom v tocki T(%, —4) in niclo %

Izracunati moramo Se a. Toda nicla funkcije je taka vrednost x, pri kateri je vrednost

y =0. Zato: 0 = a(2 — 1)>—4 = a = 4 in enatba iskane funkcije: y = 4(x —3)* — 4 =
4x? — 4x — 3. [ ]
Zgled6: Zapisi kvadratno funkcijo z ni¢lama —1 in 2 ter ordinato temena -4.

g I ] 5 5

Aritmeti¢na sredina nicel (*322) je abscisa , ekstremna vrednost ordinata temena. Zato
je T(3,—4). Nadaljujemo kot v prejsnjem primeru. Dobimo: y = 4x? — 4x — 3. [
Zgled7: Zapisi kvadratno funkcijo z ni¢lama —% in % ter zacetno vrednostjo -3.

To pot izberemo nicelno obliko: y = a(x + %)(x — %) Z zacetno vrednostjo izracunamo
v . _ 1 3 _ Lo v " . _ 1 3
Sea:—3=a(0+3)(0—3) = a =4 iskana enacha je potem: y = 4(x + 5)(x — 3)

2
4x? —4x — 3.

Zgled8: Zapisi  kvadratno  funkcijo, ¢e njen graf vsebuje tocke:
A(1,-3), B(2,5) in C(—1,5).

Tokrat izberimo splodno obliko: y = ax?+bx+c. Neznanke so tri: a, b in c. Izracunamo
jih iz sistema enacb:

a + b + ¢ = -3
4a + 2b + ¢ = 5
a — b + ¢ = 5,

ki ga dobimo iz to¢k A(1, —3), B(2,5) in C(—1,5). Njegova resitev je:
a=4, b=—4in c=-3. Zato je y = 4x* — 4x — 3. [ |



2 Graf kvadratne funkcije

Graf katerekoli funkcije y = f(x) smo imenovali mnozico vseh tock T (x, f(x)) v koordi-
natnem sistemu. Seveda vseh tock ne moremo narisati,zato so vsi grafi le slabsi ali
boljsi priblizki pravega grafa. Grafe lahko riSemo s tabelo, v kateri tabeliramo zadostno
Stevilo tock. Na spodniji sliki so narisani priblizni grafi funkcij, pri katerih je racunalnik
uporabil tabelo z 200 to¢kami na intervalih [-2,2], [-2.83,2.83] in [—1.63, 1.63].

y y=x’ 1,2
y=3X
X
y = —x*
Slika 1: Grafi funkeij y = x%, y = Ix%, y = 3x% in y = —x?

Na sliki opazimo, da imajo grafi podobno obliko, krivuljo, ki jo imenujemo parabola.
NajniZjo, v primeru grafa funkcije y = —x? pa najvisjo to¢ka grafa, imenujemo teme
parabole. V nasem primeru je to tocka (0, 0).

Tudi grafi funkcij f(x) = ax? imajo podobno obliko. Vsi imajo teme v izhodi$¢u (0, 0)
in vsebujejo tocki (1, a) in (=1, a). Ce je a > 0, ima ustrezna parabola obliko ,doline”
(\/), Ce je a < 0 pa ima obliko ,hriba” ( A).

Da je tocka T(p, g) (teme) res najnizja ali najviSja tocka grafa kvadratne funkcije ugotovimo
takole:
Funkcijo y = ax? 4+ bx + c preoblikujemo v temensko obliko y = a(x — p)? + q.

= Ce je vodilni koeficient pozitiven (a > 0), je prvi ¢len temenske oblike a(x — p)? pozitiven
za vsak x, le za x = p je enak 0. Zato je vrednost kvadratne funkcije (= y) vedno vsaj g.
Torej je v tem primeru tocka T(p, g) najnizja tocka grafa, pravimo ji tudi minimum.



(=1, a)\ :
a>0 \/

a<0
X (_1,0)./ \ﬂ,aX)
/1

Slika 2: Graf y = ax?

= Ce je vodilni koeficient negativen (a < 0), je prvi ¢len temenske oblike a(x —p)? negativen
za vsak x, le za x = p je enak 0. Zato je vrednost kvadratne funkcije (= y) kve¢jemu enaka
g. Torej je v tem primeru tocka T(p, g) najvisja tocka grafa, pravimo ji tudi maksimum.

Oglejmo si naslednjo sliko:

y Y
A
|
|
|
|
|
R o A
: : |
. |
: I
yioy I
T S S - X
q T
Y Y : X
OL. . . S
p o X
L JERRRRE

Slika 3: Koordinatna sistema (x, y) in (X, Y) z vzporednima osema

Na njej sta v isti ravnini narisana dva koordinatna sistema:
» mali, z osema x in y ter izhodis¢em v O,
» veliki, z osema X in Y ter izhodis¢em v tocki T(p, g).

» abscisni (x in X) in ordinatni (y in Y) osi koordinatnih sistemov sta medseboj
vzporedni.



Vzemimo, da ima poljubna to¢ka A v koordinatni ravnint v malem sistemu koordinati
(x, y) in v velikem sistemu koordinati (X, Y). Preprost razmislek, ob pogledu na sliko,
pove, da je:

X=x—p, Y=y—gq

Kako nam to pomaga pri risanju grafa kvadratne funkcije f(x)ax? + bx + c: L
risanje

grafa
, s pre-
» Kvadratno funkcijo zapiSemo v temenski obliki: f(x) = a(x — p)° + g. mi-

. o . . vy kom
» Koordinatni sistem (x, y) vzporedno premaknemo v nov sistem (X, Y) z izhodiS¢em

v temenu T (p, q) funkcije.

= V novem sistemu je enacha nade funkcije Y = aX? Grafe takih funkcij smo
opisali na zacetku razdelka. Ugotovili smo, da imajo teme v izhodis¢u, seveda
premaknjenega sistema, in vsebujejo tocki (1, a) in (—1, a), seveda tudi v novem
koordinatnem sistemu.

» Skozi teme in narisant tocki nariSemo parabolo.

1 3
Zgled9: Narisi z opisanim postopkom graf funkcije y = zxz —x+ 5

Splosno obliko pretvorimo v
coy =1 2

temensko: y = 5(x —1)* +1,
koordinatni osi x in y vzpo-
redno premaknemo tako, da
je novo izhodis¢e v temenu
T(1,1). V novem sistemu na-
oy v . 1y . 1y -
risemo tocki (=1, 3) in (1, 3) in
skozi njiju in teme nariSemo
parabolo.

10



Drugi nacin risanja grafa kvadratne funkcije je risanje z znacilnimi tockami funkcije, ki
so: teme, nicli in ,zacetna” vrednost funkcije.

Teme smo ze spoznali, ,zacetna” vrednost je vrednost funkcije f(0), bolje rec¢eno tocka
(0, £(0)).

Malo dlje se zadrzimo pri niclah. Nicle so vrednosti neodvisne spremenljivke (x), pri
katerih je funkcijska vrednost (y) enaka 0. Grafi¢no so nicle tiste tocke na grafu funkcije,
v katerih graf seka ali pa se dotika abscisne (x) osi.

Nicle kvadratne funkcije izracunamo s formulo _’%0‘/5 Nicel ne moremo izracunati, ¢e

je diskriminanta negativna (D < 0), kajti tedaj njen kvadratni koren (VD) ni realno
Stevilo. LI Graf take kvadratne funkcije ne seka abscisne osi.

V primeru, ko je D = 0, sta obe nicli x; in x; enaki (x; = x; = ;—5 = p). Graf take
funkcije se dotika abscisne osi v temenu T (p, 0).
V primeru, ko je D > 0 ima kvadratna funkcija dve realni ni¢li x; = _’%0‘/5 inx; = _”2;0‘/5

Graf take funkcije seka abscisno os v tockah (x1,0) in (x2,0).
Napravimo Se povzetek. Beseda diskriminacija slovensko pomeni razlikovanje. Tudi
diskriminanta kvadratne funkcije razlikuje kvadratne funkcije na tiste,

» ki imajo dve realni nicli; v tem primeru je |D > 0|

» ki imajo eno dvojno (dvakratno) realno niclo; v tem primeru je |D = 0|

» ki nimajo realnih nicel; v tem primeru je | D < 0|

a>0 D=0 a<0, D>0

a>0 D<0 \/

X

NN ARNGN
o, N

a<0, D=0 a>0, D>0

Slika 4: Oblike grafov kvadratne funkcije v odvisnosti od vodilnega koeficienta in diskriminante

"Kvadratni koren in kvadriranje sta obratni operaciji, pri kvadriranju realnih $tevil pa vedno izracu-
namo nenegativno (0 alt > 0) Stevilo. Torej korenjenje negativnih Stevil ni izvedljivo v mnozici realnih
Stevil

11



Graf kvadratne funkcije lahko risemo tudi z znacilnimi to¢kami:

» |zracunamo znacilne tocke: teme, nicli (seveda, ¢e obstajata), zacetno vrednost,

» upostevamo obliko parabole: a > 0 (\/), a < 0(,\) in upoStevamo, da je
parabola simetricna na premico x = p skozi teme,

» po potrebi tabeliramo Se kako dodatno tocko.

risanje
grafa
1 1 z zna-
Zgled10: Narisi z opisanim postopkom graf funkcije y = —ixz — X +1 cil-
nimi
tockami
— (=1
Kerjea=—3 b=—Jinc="1jeD= (=30 -4 -1=% p= ﬁ:—%r q=
T2
_ 9 _(_1)+\/§ _(_1)_\/5
741 = %, x| = # =-21in x, = # = 1. Teme je tako v tocki
4 (-] 2 (-} 2:(=3)

T(—1/2,9/8), nicli sta x; = —2, x, = 1, zaCetna vrednost pa je f(0) = 1. Graf:

N

Racdunanje znadilnih tock lahko zac¢nemo tudi z ni¢lami tako, da reSimo enacho —%xz —

%x +1 = 0, ki jo uredimo v obliki 0 = x> + x —2 = (x — 1)(x + 2). Z dobljenima

12



niclama izracunamo p = — =27 dobljenim p pa izracunamo g = f(p) =
1_1\2 _ 1(_1 _ 1.7 _ 11 N ) P

—5(=53) - 5(=3)+1=—3+3+1= 15 Zacetno vrednost izracunamo enako kot v

prvem primeru. [ |

Zgled11: ZapiSi v splosni obliki enacbho kvadratne funkcije, katere graf prikazuje

spodnja slika:
y

N|—=
N|—

Iz grafa preberemo, da sta nicli funkcije Stevili x; = —% inx; = % Zato za nastavek

enacbhe uporabimo nicelno obliko f(x) = a(x — x1)(x — x2) = a(x + %)(X — %) Vodilni
koeficient izra¢unamo z zacetno vrednostjo f(0) = —3, torej je a(0 + %)(O —3)=-31in
zato —3a = —3. Tako izra¢unamo a = 4. Nilelno obliko pretvorimo z mnoZenjem v

splosno obliko f(x) = 4(x + %)(X — %) = 4x? —4x — 3. [ |
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3 Kvadratna enacbha

V prvem letniku smo spoznali linearno enacbo in nacin njenega resevanja. Povedali
smo, da je resitev ali koren enacbe tako realno Stevilo, pri katerem je leva stran enache
enaka desni strani, obe strani pa sta definirani. Povedali smo tudi, da sta dve enacbi
ekvivalentni (enakovredni), ¢e imata natanko ista Stevila za reSitev (ali: njuni mnozici
resitev sta enaki).

Enacbo, ki jo lahko preoblikujemo v enacbo oblike

ax’>+bx+c=0,a+#0

imenujemo kvadratna enacha s koeficienti a, b in c.

Kako resiti kvadratno enacho? Ena od moznosti je, da enacbo razstavimo (razcepimo).
Take enache smo spoznali ze v prvem letniku. To so enacbe, ki so ekvivalentne obliki
A-B-C-...=0. Taka enacba razpade na ve¢, obicajno, bolj enostavnih enacbh.

Spomnimo se, da je ni¢la kvadratne funkcije y = ax?+ bx+ ¢ tako $tevilo x, pri katerem
je vrednost funkcije (= y) enaka 0. Torej so ni¢le reSitve enache ax?+ bx+c = 0. Zato
lahko resitve (korene) kvadratne enacbe pois¢emo tudi s formulo za nicle:

_—b+vVD —b—vD

X1 =

Xy =
2a 2a

Ce so v urejeni obliki kvadratne enache ax? + bx + ¢ = 0 vsi koeficienti razli¢ni od 0, je
enacba popolna, ¢e pa je vsaj eden od koeficientov b ali ¢ enak 0, imenujemo enacbo
nepopolna (koeficient o ne more biti enak 0, saj drugace enacba ni kvadratna).

Nepopolne
kvadratne
1. Ceje b=c =0, je edina resitev enache ax? = 0 oditno le $tevilo x = 0. enache

Poljubno nepopolno enacbo lahko razcepimo:

2. Ceje ¢ =0, b # 0, nastane enacbha ax? + bx = 0, ki jo zlahka razcepimo v

x(ax + b) =0 in od tod preberemo resitvi x; =0 in x, = =2

a’

3. Ceje b =0, c+# 0, imamo malo ve¢ dela. Ena¢ba postane ax?+ ¢ = 0. Vzemimo,
da je a > 0, drugace pomnozimo enacbo z (—1).
» ¢ < 0: enacbo razcepimo v (x\/a)’—(v/—c)? = (xy/a—v—c)(x\/a++/—c) =0,
o B = . — TR ) A
ki ima reSitvi x; = \/=¢ in x, = — /=" Obe resitvi sta realni, saj je ==
pozitivno Stevilo.
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= c > 0: V tem primeru =° je negativno Stevilo, kvadratni koren takih Stevil
pa med realnimi Stevili ne obstaja. Zagato resimo tako, da vpeljemo novo
oznako (,Stevilo”): v—1 = i. O¢itno je tedaj i = —1. Novo oznako ali
Stevilo imenujemo imaginarna enota. Z imaginarno enoto i izracunamo, da je,
recimo: vV—4 =2i, V-5 =iV5,V—a2=a-i. Dodajmo Se, da z imaginarno
enoto lahko sestavimo nova Stevila, ki imajo obliko a + b - i, a, b € R,
imenujemo pa jih kompleksna Stevila.
Vrnimo se k nasi ena¢hi ax’? +c =0, a > 0, c > 0. Enatbo razcepimo s
pomocjo imaginarne enote:

(xva)* = (iVe)* = (xva — iv/e)(xVa + iv/c) = 0

Odtod dobimo kompleksni resitvi enacbe: x; = i\/g in x; = —iy/<.
v 2 Ve . . . 2 c .
Enacbo ax® + ¢ = 0 lahko resimo tudi tako, da izrazimo x* = y/—— in potem s kore-
a

njenjem izracunamo resSitvi. Paziti moramo le, da uporabimo enkrat pozitivno vrednost
korena, drugi¢ pa negativno vrednost korena. Seveda moramo v primeru negativhega

korenjenca —¢ uporabiti imaginarnos enoto.

Zgled12: Resi naslednje enache 3x24+4x=0,3x2—4=0,3x2+4=0

4 1
3x2+4X=0:>x(3X+4):0:>x1:0,x:_§:_1_
2 2V3 2V/3
3x2—4:O:>(X\/§—2)(X\/§—I—2):0:>x1:—\/§:—\3/_,X2:——\3/_
20 2 2
3X2+4=0:>(X\/§—2i)(X\/§+2i)=0:>x1:\/—%: ‘f,)@:_ ‘;@

Popolna kvadratna enacba je tista, ki jo lahko preoblikujemo do oblike: ax?+bx+c =0
in so vsi koeficientt a, b in ¢ razli¢ni od 0. Enacbo resimo bodisi tako, da trinom na levi
razcepimo in preberemo resitvi, bodisi uporabimo formuli za nicli kvadratne funkcije:

_ —bxVD
A2 = 2a
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Trinom ax?+ bx+c postane v ni¢elni obliki enodlenik treh faktorjev: a(x—x;)(x—x2). Od
tod uvidimo, da ima kvadratna enacba najvec dve resitvi, njthova narava pa je odvisna

od diskriminante D:

»| D <0}, VD nirealno stevilo, zato kvadratna enacha nima realnih nicel, ima pa

dve kompleksni resitvi:

—b+ i/ =D
2a

X12 =

. , ima enacbha dvojno (dvakratno) resitev:

= D >0}, ima enacbha dve razli¢ni realni resitvi:

—b++VD
2a

X12 =

Zgled13: Resi enacho (6x — 5)? — 4(x + 3)> = 0.

= urejanje: 36x% — 60x +25 — 4(x? + 6x +9) = 0= 32x? — 84x — 11 =0,
= diskriminanta: D = 84> —4-32 - (—11) = 8464 = 92,

= reSitvi: xq = 846292 =1, s, =8

1
64 8
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V. . 1 4 1
Zgled14: Resi enacho T 5= 9 o

= urejanje © 5= — 2 = - [53 = x)(9—2x) = 5(9 — 2x) — 43 — x)(9 — 2x) =

53— x) = 8x?—55x+78=0
» diskriminanta: D =552 — 4.8 .78 = 529 = 237,
_ 55+23 — 55-23 _ 9

s reSitvic xq1 = e = 4%, X = 2=

Zgled15: Resi enacho x> — |x + 1] = 5.

V enacbi nastopa absolutna vrednost, zato lo¢imo dve moznosti:

=x+1 >0 = x > —1: Enacba postane: x> —x — 6 = 0. Njeni re&itvi sta
x; = 3 in x; = —2; druga reSitev odpade, saj je x > —1.

=x+1 < 0= x < —1: Enacha postane: x> + x —4 = 0. Njeni re&itvi sta
—1-V17

x| = —1%\@ in x; = ==, pogoju x < —1 ustreza le druga resitev.
Torej sta reSitvi enache x; =3 in x; = 7_1_2ﬁ. u

Zgled16: Izra¢unaj m € R tako, da bo imela ena¢ba 2(m—1)x*+2(3m+5)x+(m+1) = 0
dvojno resitev.

Enacha je ze urejena, dvojni koren (resitev) pa bo imela, ¢e bo D = 0. Racunajmo:
D= (23Bm+5)*—4-2(m—1)(m+1) = 36m?* +120m + 100 — 8m? + 8 = 28m? +

120m + 108 = = 4(7m? + 30m + 27). Postavimo pogoj za dvojnost reitve D = 0 in
dobimo novo kvadratno ena¢bo: 7m? 4+ 30m + 27 = 0. Izra¢unamo njeno diskriminanto
Dy =900 —4-7-27 =144 =122, Zato: m| = % = —%, m, = # = —3. [ |
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Zgled17: Resi naslednji enacbhi:
a) x*+8x>-9=0,

b) (x — 1)(x — 2)(x — 3)(x — 4) = 15.

Enacbi nista kvadratni. Toda s primerno zamenjavo neznanke postaneta kvadratni:

a) Vpeljimo novo neznanko x? = y. Dobimo: y?+8y—9 = 0. Nastalo kvadratno enacbo
re$imo: y; = 1 in y, = —9. Od tod dobimo dve kvadratni ena¢bi: x> =1 in x> = -9 z
reSitvami: x1, = +1, x34 = £3i.

b) V drugi enacbhi pomnozimo prvi in Cetrti faktor ter drugt in tretji faktor na levi strani
enache. Dobimo: (x?>—5x+4)(x?—5x+6) = 15. Opazimo, da je v obeh nastalih faktorjih
izraz x*> — 5x. Ozna¢imo ga z y, da dobimo kvadratno enacho (y + 4)(y + 6) = 15, ki jo

uredimo v y? + 10y + 9 = 0 in re$imo: y; = —1 in y, = —9. Z izraCunanima novima
neznankama dobimo dve enacbi s staro neznanko: x? —5x = —1 in x2 —5x = —0.
Dobljeni enachi imata reditve: x;, = % in x34 = &‘T\m [

Zgled18: Skupina otrok poskusa na enake dele razdeliti 400 bonbonov. Stirje otroci
se odpovedo bonbonom, zato vsak od ostalih dobi 5 bonbonov veé. Koliko otrok je v
skupini?

Naj bo x stevilo otrok, vsak pa dobi y bonbonov. Zato je xy = 400. Ko se Stirje otroci
odpovedo bonbonom, jih x — 4 dobi po y + 5. Zato je (x — 4)(y + 5) = 400. Dobili smo
sistem dveh enach, ki pa zal nista linearni. Drugo enacbo uredimo v xy—4y+5x—20 =
400. Ker pa je xy = 400, dobimo: 5x —4y —20 = 0. Tedaj: y = %x —5. To postavimo v
enac¢ho xy = 400 in dobimo kvadratno enacbo: %xz —5x =400 = x*—4x—-320=0 =
(x —20)(x + 16) = 0. Odtod dobimo edino mozno resSitev: V skupini je bilo 20 otrok. W

Konec 16. stoletja je francoski kraljevi matematik Francois Viete (1540-1603) ugotovil,
da za reditvi x; in x» kvadratne enache ax? + bx+c =0 veljata formuli:

x1+X2:—§ inx-x=<

Formuli Vieti v cast imenujemo Vietovi formuli.
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Zgled19: Napisi kvadratno enacho, ki ima resSitvi x; = 3 in x; = —2.

Vietove formule povedo: —2 = x; +x, = 1in £ = xyx, = —6, zato: b = —a in

a a
c = 6a. Nastane enacha ax? — ax —6a = 0 ali a(x* — x — 6) = 0. Enacba ni natanko
dolocena, saj za vodilni koeficient a lahko izberemo poljubno nenicelno realno Stevilo.

Obitajno izberemo a = 1; v tem primeru je iskana ena¢ba x> — x —6 =0 |

Zgled20: Naj bosta x; in x, reSitvi kvadratne enacbe x?

realno 3tevilo m tako, da bo x? + x5 = 10.

—(m+1)x+m = 0. lzracunaj

Izraz x{ + x5 moramo povezati z neznanko m. Vietove formule povedo: x; +x; = m + 1
in x;x; = m. lzraz x{ + x5 preoblikujmo: x7 + x5 = (x1 + x2)° — 2x1x0 = (m + 1)> — 2m.
Pogoj naloge privede do enacbe: m? +1 =10, ki ima reditvi my =3 inm,=-3. N

Zgled21: Naj bosta x; in x, resitvi kvadratne enacbe 3x?> + 7x — 14 = 0. lzradunaij
vrednost izraza 3x12 + 5x1x0 + 3x§.

Podobno kot smo v prej$nem primeru preuredili izraz x? + x5, sedaj preuredimo izraz
3x7 4 5x1x0 + 3x5 = 3(x¥ 4+ x3) + 5x1x2 = 3((x1 + x2)? — 2x1x2) + 5x1x0 = 3(x1 + x2)° — x1x0.

Upostevamo: x; + x; = —% in x;x; = =%}, da dobimo:

7\’ 14
3x12+5x1xz+3X22:3(—§) — (—?) =21
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4 Medsebojne lege premic in parabol

Za dve razli¢ni premici v ravnini vemo, da se bodisi sekata, bodisi sta vzporedni. V tem
poglavju nas bo zanimalo kakSne so mozne medsebojne lege premice in parabole ter
kaksSne so medsebojne lege dveh parabol. Pri tem bomo z imenom parabola imeli v
mislih graf kvadratne funkcije. Zanimalo nas bo predvsem ali ima ustrezen par skupne
tocke in, ¢e jih ima, koliko je skupnih tock.

Medsebojna lega premice in parabole

Vzemimo, da ima premica ena¢ho Ax+ By + C = 0 in parabola enacho y = ax?+ bx +c.
Presecisce je tocka, katere koordinati ustrezata obema enacbhama. Zato presecisca
dobimo tako, da reSimo ustrezni sistem kvadratne in linearne enacbhe. Obicajno to
storimo tako, da izrazimo iz vsake enacbe isto neznanko (ponavadi y) in dobljena
izraza enacimo.

V primeru, ko v linearni enacbi ne nastopa neznanka y, torej je B = 0, izraCunamo iz

C
enache x = 7 Premica je v tem primeru pravokotna na abcisno os. Neznanko y

2
C
izracunamo z dobljenim x iz kvadratne enache: y = a _Z) +b (_Z + c. Torej

imata v tem primeru premica in parabola eno presecisce P s koordinatama, ki smo jo
pravkar izraziliz A, C, a, b, c.

\J

Slika 5: Parabola y = ax? + bx + ¢ in premica Ax + C =0

Ce je B # 0 lahko zapiSimo premico v eksplicitni obliki: y = —%x—% = kx+n. Nastali

sistem re$imo tako, da enacimo y obeh enacb, torej: ax?+ bx + ¢ = kx+ n. Nastala je
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D <0

P, =P,=P

Slika 6: Mozne medsebojne lege premice in parabole

kvadratna enacha z neznanko x. Ko enacbho resimo, z ustreznimi resitvami izracunamo
Se vrednosti ordinat (= y) skupnih tock. Kot vemo, je Stevilo resSitev kvadratne enache
odvisno od njene diskriminante. Lo¢imo naslednje primere:

» Ce je D > 0, ima enacba dve resitvi, zato premica dvakrat seka parabolo. Pravimo
ji sekanta ali presecnica.

» Ce je D =0, ima enacba eno dvojno resitev, zato imata premica eno samo skupno
tocko. Premica je v tem primeru tangenta ali dotikalnica na parabolo.

» Ce je D < 0, enacha nima realnih resitev, zato premica in parabola nimata skupnih
tock. Premica je v tem primeru mimobeznica.

Zgled22: Racunsko in grafi¢no preveri ali imata premica 2x — 3y + 6 = 0 in parabola
y = —2x%> + 7x — 3 kako skupno to&ko in, &e jo imata, pois¢i njeni koordinati.

x | 0 =3
y | 2 07
parabola: D = 25, teme: T(13, 33), nicli: x; =

premica: y = %X + 2, tabela:

3, X» = 3, za¢etna vrednost:y(0) = —3.
Iz slike ne moremo z gotovostjo ugotoviti ali imata parabola in premica eno skupno
tocko ali dve skupni tocki, Se teze pa ugotovimo koordinate skupnih to¢k. Zato se
lotimo naloge Se racunsko:

=2x 42, = —2x2 4+ 7x — 3. Reimo nastali sistem:

Ypremica = 3 Yparabola = Y

21



Slika 7: Parabola y = —2x? + 7x — 3 in premica 2x — 3y + 6 =0

Ypremica = Yparabola = Ix+2==2x"+7x—3 = 6x>—19x + 15 = 0. ReSitvi zadnje

enacbe sta: x; = 2 inx; = % Skupni tocki (presecisdi) sta dve: 131(1%, 3%) in P(1 % 3).

3
Primer pokaZze, da je graficen nadin iskanja presecis¢ nenatancen, ko sta presecisci
blizu eden drugemu. [
Zgled23: Poisci vrednost Stevila m € R tako, da bo premica y = —2x + m tangenta

na parabolo y = 3x% — 7x + 4.

Sistem enach y = —2x+m, y = 3x2 — 7x + 4 ima lahko dve, eno ali pa nobene
resSitve. Pogoj, da je dana premica tangenta, pove, da ima sistem eno samo resitev.
Sistem reSujemo kot je to obi¢ajno: enac¢imo y-a in dobimo kvadratno enac¢bho 3x? —
7x+4 = —2x+ m, jo uredimo (3x? —5x + (4 — m) = 0), izratunamo njeno diskriminanto

23

(D =25-12(4—m) = 12m — 23) in jo izenacimo z 0. Iskano Stevilo m je potlej m = 5.

Za dodatek izra¢unajmo dotikali$ce. V enacbo 3x*—5x+(4—m) = 0 vstavimo izrac¢unani
m. Z malo dela pridelamo ena¢ho 36x? — 60x + 25 = 0. Ce naj ima le eno reditev
(dotikali&&e), mora hiti izraz na desni kvadrat binoma. Res, 36x? —60x + 25 = (6x —5)?,
zato je dotikalisce D(%, %) [ |

Medsebojna lega dveh parabol
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Naj bosta Py in P, dve kvadratni paraboli z enacbama y = a1x’ + bix+ ¢ iny =
a,x?++byx+ c;. Zanima nas, koliko skupnih tock vsebujeta njuna grafa. Spet reSujemo
sistem dveh enacb. Enacimo oba y in reSimo nastalo kvadratno enacbo. Pri tem
nastopijo naslednje moznosti, ¢e zanemarimo primer, ko imamo enaki paraboli in primer,
ko imata paraboli enaka vodilna koeficienta in je nastala enacba linearna:

e Paraboli nimata skupnih tock; v tem primeru je diskriminanta dobljene enache
negativna.

y y

WONZ

Slika 8: Primeri, ko paraboli nimata skupne tocke in, ko imata eno skupno tocko

e Paraboli imata eno skupno tocko (se dotikata); diskriminanta enacbhe je v tem
primeru enaka 0.

e Paraboli imata skupni dve tocki; diskriminanta enacbe je pozitivna.
y y

Slika 9: Primera, ko imata paraboli dve skupni tocki

Zgled24: Izracunaj $tevilo a tako, da se bosta paraboli z enac¢hama y = ax? — x — 2
in y = x> + 2x dotikali.

Enadimo y = y in uredimo nastalo ena¢ho v obliko (0 — 1)x*> —=3x —2 = 0. Ce

naj se paraboli dotikata, je diskriminanta nastale kvadratne enacbhe enaka 0. Zato je
1

D= (=3?—4(a—-1)(-=2)=1-8a =0intako a = 3 |
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1
Zgled25: Izradunaj presecisca grafov funkcij f(x) = x|x—3| in g(x) = =(x—1)(x—2)+8.

V funkcijt f nastopa absolutna vrednost, zato f raje zapiSimo brez absolutne vrednosti:

Flx) = x2—=3x ; x>3
(x) = —x>+3x ; x<3.

Presecis¢a poisc¢emo tako, da enacimo yy in y,. Locimo primera:

1
ox>3:x*=3x= z(x—1)(x—2)+8:>x2—3x—18:0:>x:6(|'e§itevx:—3
odpade, saj je —3 < 3).

1
ox<3:—x"43x= i(x —1)(x — 2) + 8 = x> — 3x + 6 = 0; zadnja enac¢ha nima
realnih resitey, saj je njena diskriminanta enaka —15.

Grafa se tako sekata le v tocki P(6,18). |
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5 Kvadratna neenacha

O linearni neenachi, npr. 2x —3 < x — 1, smo govorili v prvem letniku. Ko govorimo
o neenacbi, mislimo na tiste z neznankami, recimo x < 3, medtem, ko izraze, recimo
3 < 5, imenujemo neenakost.

Oglejmo si nekaj ze znanih dejstev o neenachah:

» Neenacha je zgrajena iz leve strani (L), desne strani (D), med njima stoji eden
od znakov neenakosti: <, >, <, >; mozni osnovni tipi so potem L < D, L > D,
LD, L>D.

» Mnozica resitev R neenacbe je podmnozica realnih Stevil, ki ustrezajo neenachi,
torej tistih Stevil, pri katerih je leva stran v ustreznem odnosu z desno stranjo
(vedja, manjsa, ...). Vneenachi 2x—1 > 3x+1,je -3 € R, kerje L=2-(-3)—1 =
—7>-8=3-(—3)+1=D, sStevilo 0 pa ni reSitev, saj L=2-0—-1=-1<1=
3-:0+1=D.

» Pri ,obic¢ajnth” levih in desnih straneh je R interval ali unija intervalov.
» Neenachi sta ekvivalentni (enakovredni), ¢e imata isto mnoZzico resitev.
» Elementarne transformacije preoblikujejo neenacbo v ekvivalentno neenacbo, to-
rej:
— levi in desni strani neenacbe lahko pristejemo ali odStejemo isto Stevilo,

— mnoZzenje ali deljenje neenacbe z 0 je tako kot pri enacbah prepovedano,

— pri mnozenju z nenicelnim Stevilom moramo biti previdni; ¢e mnozimo s pozi-
tivnim Stevilom, neenacba ohrani znak neenakosti (npr. 3[<]5 = 3-2[<]5-2),
¢e pa mnozimo z negativnim Stevilom, se znak neenakosti obrne (npr.

3[<]5=3-(-2)[>]5- (-2)).

Za tiste, ki so pozabili, kaj so intervali, povejmo, da so to mnozice realnih Stevil, ki
jih na Stevilski premici predstavimo z daljicami ali poltraki. Delimo jih glede na to ali
vsebujejo krajisce(i) daljic ali poltrakov na odprte, zaprte ter na polodprte ali polzaprte.

Zgled26: Naj bo A= (—1,2] in B = (0, 00). Zapisi z intervalom mnozice: AUB, ANB
in A\ B.
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Spomnimo se, da simbol U poment unijo mnozic, torej so v mnozici AU B elementi,
ki so bodisi v mnoZici A, bodisi v mnoZzici B, bodisi v obeh. Simbol N pomeni presek
mnozic, torej mnoZzico v katert so le elementi, ki so hkrati v mnozicah A in B, simbol \
pa poment razliko mnoZic (uporabljamo tudi obicajni —, torej A\ B = A — B), recimo v
mnoZici A\ B so elementi, ki so v A, pa niso hkrati v B. Ce so mnoZice intervali, zaradi
vecje preglednosti racune napravimo s slikami:

A=(-12] 2 A=(-1,2] 2 A=(-1,2] 2

~1 5= (0,09 L =1 0 B=0
0  AuB=(-1,) OEAmBz(o,zj A\;B:(—1§,0)

—1 | | | | | | | 0 | é | | | ;1 0

Slika 10: AUB = (=1,00), AN B = (0,2]in A\ B = (—1,0)

Iz slike ugotovimo, da je AUB = (—1,00), ANB=(0,2] in A\ B=(-1,0). [

Zgled27: Izracunaj, za katere vrednosti neodvisne spremenljivke x so vrednosti funk-
cije f(x) = x> — 2x — 3 negativne.

Naloga zahteva, da poisScemo tiste vrednosti x pri katerih bo f(x) < 0. Nalogo inter-
pretirajmo geometrijsko. Graf kvadratne funkcije y = f(x) = x> — 2x — 3 znamo narisati,
na grafu pois¢emo to¢ke z negativno ordinatov (y = x*> — 2x — 3 < 0), abscise teh to¢k
pa so ravno resitve nase neenacbe. Abscise teh tock sestavljajo interval (—1, 3), zato
je mnozica resitev nase neenacbe R = (—1, 3) |

Neenacbo, ki je ekvivalentna eni izmed neenach

ax?+ bx+c <0, ax?+ bx+c¢ >0, ax?+ bx+c <0, ax’+bx+c>0

imenujemo kvadratna neenacha s koeficienti a, b in ¢. Obicajno uredimo neenacbho
tako, da je a > 0.

V reSevanju zgleda odkrijemo postopek resevanja kvadratne neenacbe:

<
= Neenacho uredimo do ene od oblik: ax? + bx + ¢ ; 0.
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Slika 11: Graf funkcije y = x?> —2x — 3 in na njem oznadene toc¢ke z negativno ordinato

» |zracunamo nicli x; in x, kvadratne funkcije na levi strani neenacbe.

= Skiciramo pribliZzen graf kvadratne funkcije y = ax? + bx + ¢ (nari8emo abscisno
os, ni¢li in upostevamo obliko - po dogovoru a > 0 = U).

X1 X2

» Na sliki preberemo mnozico resitev R:

— Za neenatho ax?+bx+c<0: R =(x1, x2)
- Za neenatho ax’ + bx+c<0: R =[x, x2]
— Za neenacho ax? + bx+c>0: R = (—o00, x1) U (xz, 00)
— Za neenatho ax’> + bx+c¢>0: R = (—o0, x1]U [x2, 00)
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Zgled28: Resi neenacbo (2x — 1)x > x + 4.

o Urejanje 2x? = 2x —4>0= x> —x—2> 0.
o Nicli: X! —x—=2=(x=2)(x+1)=>x=-1ihx=2

o Priblizna skica.

o Na sliki preberemo mnozico resitev x € (—oo, —1) U (2, 00).

MnoZica resitev kvadratne neenacbe je lahko tudi prazna (R = @), recimo za neenacbo
x? 4+ 3x + 7 < 0 (graf pripadajoce funkcije v celoti leZi nad osjo x), lahko pa mnoZico
reditev sestavljajo vsa realna $tevila (R = R), kot v primeru neenacbe x?>+3x+7 > 0.

2x—1 1

Zgled29: Resi neenacbho T2 < 5

Neenacba na prvi pogled ni kvadratna, je racionalna. Lahko pa jo preoblikujemo v
ekvivalentno kvadratno neenacbo. Prva misel, ki nas spreleti, je odpraviti ulomke.
Skupni imenovalec je 2(3x + 2), z njim mnozimo in odpravimo ulomke. Pri enachah bi
to $e $lo, pri neenacbah pa se lahko znak neenakosti spremeni. Ce recimo v skupnem
imenovalcu 2(3x 4 2) izberemo x = 0, mnozimo s pozitivhim Stevilom, ¢e pa izberemo
x = —1, mnozimo z negativnim Stevilom, zato bi se v neenachi znak < spremenil v znak
>. |z zagate se reimo tako, da celo neena¢hbo pomnoZzimo z 2(3x + 2)%; tako odpravimo
in ulomke, pa tudi znak neenakosti ostane enak, saj mnozimo s pozitivhim Stevilom.
Paziti moramo le na to, da iz mnoZice resitev izlo¢imo Stevilo x = —%, saj bi v tem
primeru mnozili z 0.
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Po mnoZenju z 2(3x + 2)? neenacba postane: 2(2x — 1)(3x + 2) < (3x + 2)%. Nasledniji
fazi reSevanja sta urejanje in iskanje nicel ustrezne kvadratne funkcije. V tem primeru
nicli hitreje pois¢emo z razstavljanjem (le malo se moramo razgledati po neenachi:
izpostavimo (3x + 2)). Dobimo:

22x—1)3Bx+2) < Bx+272 = Bx+2)(4x—2) —(3x+2) < 0= (3x +2)(x —4) < 0

Na koncu ugledamo nicli x4 = —% in x, = 4 in iz primerne slike Se mnoZico resitev
R = (—%, 4]. V mnoZici resitev smo izlodili x = —%, kar smo utemeljili zgoraj. |

Pogosto reSevanje kake naloge preoblikujemo na reSevanje kvadratne neenache, npr.:

Zgled30: Za katere vrednosti realnega Stevila o ima enac¢ba (a — 2)x*> + (3a — 1)x +
a — 2 = 0 razli¢ni realni reSitvi.

Kvadratna enacbha ima razli¢na realna korena, ko je njena diskriminanta D pozitivna.
Zato izracunajmo diskriminanto:

D = b*—4ac = (3a—1)*—4(a—2)* =5a*+10a —15 = 5(a* 4+ 2a —3) = 5(a +3)(a — 1)

Nidli diskriminante sta —3 in 1, zato ima neenacbha D > 0 reSitev: a < —3 ali a > 1,
ki je tudi resitev nase naloge. [

Sisteme kvadratnih neenach z eno neznanko preoblikujemo na resevanje vec¢ kvadratnih
neenach, mnoZica reSitev sistema pa je presek mnozic resitev posameznih neenach
sistema. Za primer si oglejmo naslednji sistem:

Zgled31: Resi sistem neenach x? < 2x + 3 in x? > 1.

Obe neenachi sistema uredimo (x? —2x—3 < 0 in x>—1 > 0), ju re$imo in zapiemo
reSitvi Ry =[—1, 3] in R, = (—o0, —1)U(1, 00). MnoZica resitev je potem presek mnoZzic

R1NR, = (1, 3]. Presek je najbolje prebrati iz ustrezne slike. [ |
3
—1 5
—1 1 :
1 3
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6

Povzetki in naloge

Povzetki:

» Enacbo kvadratne funkcije lahko zapiSemo v treh oblikah:

o f(x) = ax? + bx + ¢ (splo3na, razvita),
o f(x) = a(x — p)* + g (temenska),
o f(x) = a(x — x1)(x — x2) (nicelna).

Stevila a, b, ¢, ki nastopajo v splosni obliki se zapored imenujejo vodilni, linearni
in prosti koeficient, Stevili p, g sta koordinati temena, x; in x, pa sta nicli funkcije.

» Med pomembnejse kolicine, ki nastopajo pri kvadratni funkciji je diskriminanta D,
ki jo izra¢unamo s formulo D = b? — 4ac.

» V vsaki obliki nastopajo trije parametri (koeficienti), ki so povezani z naslednjimi
formulami (v zapisu f pomeni katerokoli obliko kvadratne funkcije):

—b —-D _—b+\/5x —b—\/ﬁ _X1+X2

29 % T T 2a *T 20 P2 970

» Graf kvadratne funkcije se imenuje parabola in ima dve znacilni obliki. Graf
narisemo tako, da izracunamo znacilne tocke.

y

p=

{ )

£(0) = ¢

T(p.q)

» V odvisnosti od vodilnega koeficienta a in diskriminante D kvadratne funkcije
lo¢imo naslednje primere grafov:

\/ a>0 D=0 a<0, D>0
a>0 D<0 \/ )
X , , X WVX
a<0, D<O0 /\ '
/O\ a<0, D=0 a>0 D>0
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» Kvadratna enacba je taka enacba, ki jo lahko z obicajnimi postopki za preobli-
kovanje enatb preoblikujemo do oblike ax? + bx + ¢ = 0, kjer a # 0. Re&imo jo
tako, da bodisi razstavimo nastali triclenik, bodisi uporabimo formuli za x; in x;.

» Kvadratna neenacha je taka neenacha, ki jo lahko z obic¢ajnimi postopki za preo-
blikovanje enac¢h preoblikujemo do ene od oblik ax?+ bx+ ¢ < 0, ax?+ bx + ¢ >
0, ax?+ bx+¢c <0, ax2+ bx+ ¢ > 0. Re&imo jo tako, da nariSemo priblizen
graf kvadratne funkcije (z niclami) na levi strani neenacbe in iz grafa preberemo
interval ali intervale reSitev.

Naloge:

1. Zapisi kvadratne funkcije v vseh treh oblikah in narisi njthove grafe (slike grafov
preveri s kakim programom dinami¢ne geometrije):

(@) f(x) =x*—=2x—3 (d) f(x) =3x(x —4)+4
(b) f(x)=2x*—4 (e) f(x) =(2x—4)(x—4)—6
(c) f(x)=(2+x)(2—x) (f) f(x) = —x>+3x + 4

[F) = (x =12 =4 = (x + N(x = 3); f(x) = 2x = V2)(x + V2); f(x) = —x? +4 = —(x = 2)(x + 2); f(x) = Ix? =2x +4 = J(x — (2 + 4i)(x — (2 — 40); f()

22 +4x+10=2x + 1)2 +8 = 2(x — (=1 = 20))(x — (=1 = 20)); F(x) = —(x = 3)% + 2 = —(x + 1)(x — 4)]

2. |z danih podatkov poisci kvadratno funkcijo y = f(x) in jo narisi (slike grafov
preveri s kakim programom dinami¢ne geometrije):

(a) teme T(2,1), zacetna vrednost 3. ly=3x2—2x+3
(b) teme T(—1, —%) graf poteka skozi koordinatno izhodisce. [y =132+
(c) nicli —1, 3, ekstremna vrednost —4. [y =x?—2x—3]
(d) abscisa temena 2, graf poteka skozi tocki A(1, —4), B(—2, —13). y=-22+12x-%
(e) graf vsebuje tocke A(1, —4), B(2,0) in C(—1, —6). [y =2 +x—6
(f) f(—10)=-3, f(0)=7, f(5) = % ly=—x2 +7]
(g) teme v preseciscu premic x — 2y = 0 in x + y + 3 = 0, njen graf pa vsebuje

tocko A(0, —3). [y=—1x2—2¢—3

3. Uredt in resi naslednje enacbe:
(@) Bx —4)2+ (4x+2)?+8(x—7)=0(c) abx* —(a+b)x+1=0

2 1 1 1T 1 1

| — =0 (d —— =—+—+ —
(b) X2 4+2x+2 3x2+3x+1 (d) to T

x—l—a—l—b:x a b
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10.

11.

12.

(e) 2x(x —2)? = x? + 4x (g) V3—x+2x=3
(f) x+4° —x(x=1)(x+1)=35x+2)  (h) *(x**=7x+10)>=2(x>*—7x+10)—8 = 0

[+

vlo

. 1. Lo 9£VA7. 1 _3. 3.
; 0, — ;pr —a —b; 0, 8 3 T2 % 1,3,4,6]

(&N
Q=

Stevilo 21 lahko zapiSimo kot vsoto dveh Stevil, katerih vsota kvadratov je 261.
Kateri sta ti dve Stevili ? [6,15]

Pravokotnik ima obseg 46 cm in ploscino 120 cm?. Koliko meri diagonala? 7

* Podjetje mora v dolo¢enem stevilu dni izdelati 800 izdelkov. Po nekaj dneh, v
katerih so izdelali 25% narocila, so povecali dnevno normo za 10 izdelkov in tako
izpolnili narocilo dva dni pred rokom. V koliko dneh so izpolnili narocilo 7 (14

* Ce sta x; in x; korena kvadratne enacbe x> — 2x + 3 = 0, izradunaj:

(a) (X1 + XZ)Z (C) 2X12 + XX + 2X22
(x1 — x2)?
1 1 X2
(b) =5+ — d) 21+ 22 4 xx + xix2
X12 Xz2 (d X2 X 17 172

. 2. 1. 4
4 —5 g —3l

. * Za katere vrednosti parametra ¢ € R ima kvadratna enac¢ha (a + 2)x? — 8x —

5a + 8 = 0 realne resitve ? [0 € (~o00,—2]U[0, +00) ]

Racunsko in graficno poisci presecisca naslednjih parov krivulj:

(a) y= X2 +4x — 6, y = 2x + 2 [(2.6), (—4,—6)]
(b) y=—3x"+3x+ 3, y=—3x+ 7% [(-3.2. 4.3
(c) y= —%xz + %x -8, y= %xz + %x -7 [se ne sekatal
(d) y= x? — 5x + 9, y= 3x2 — x +3 [(=3.33), (1,5)]
(e) * Yy = |X2 —2x—3 y Yy = ||X| — 1| [eno od presetid¢ je (—1,0)]

Doloc¢i n € R tako, da bo premica z enacbo y = 2x + n tangenta na parabolo z
enacbo y = x2. Dolodi e dotikalice. [n=—1, D, 1)]

Dolo¢i ¢ € R tako, da se bosta paraboli z enathama y = x> in y = 2(x — 1) + ¢

dotikali. Koliki sta koordinati dotikalis¢a ? [c=2 DR.4)]
1
Kje je definirana funkcija f(x) = V—x2 + 13x — 40. Kaj pa funkcija g(x) = m?
X
5.8, (5.8)]
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13. Doloci parameter a € R tako, da bo teme parabole y = 2x?> + 4x + a + 1 leZalo
na premici 5x + 2y — 1 = 0. Narisi ustrezno sliko v kakem programu dinamicne
geometrije. [a=4]

14. * Doloc¢i parameter a € R tako, da bo vsota kvadratov nicel funkcije f(x) =
X2+ ax — 2(a + 1) najmanjsa. 2]

15. ReSi naslednje neenacbe :

(a) x(6x+7)>5 © x+12
9—x
x? —4x +1
| T
(J)X 1<O (d) x2—4x +3

x<—3alix>J;xe (1,05 x € (~00,—2) U (9,+00); x € (=00,2 = V3) U (1,3) U (2 + V3, +00) |

16. * Avtocesti se sekata pod pravim kotom. Po prvi vozi avtobus A; s hitrostjo 60 km/h,
po drugi pa avto A, s hitrostjo 80 km/h. Oba vozita proti krizis¢u in sta ob 8°
od njega oddaljena zapored 10 km in 20 km. Cez koliko ¢asa bo oddaljenost med
njima najmanjsa ? (25 ure]

17. *Parabola P z ena¢bo y = x> — 3x + 3 seka ordinatno os v tocki A. Premici p in
g sta vzporedni simetrali lihih kvadrantov; p seka parabolo P v tockah A in B,
premica g pa se je dotika v tocki C.

(a) Koliko meri tetiva AB? (V2]

(b) Izracunaj koordinati tocke C. [2.1)]
18. * Premici y = 3x in y = 8 — x se sekata v tocki N.

(a) lzracunajte ploscino AOMN, ki ga premici oklepata z osjo x. (24

(b) AOMN vertamo pravokotnik ABCD. Stranica AB lezi na osi x. Poisci koordi-
nate tocke A tako, da ploscina pravokotnika ABCD najvecja mozna. a0, p=12

19. *Funkcija f je definirana s predpisom: f(x) = x>+ 6x+20+ k(x*—3x—12), k € R

(a) Za katere vrednosti parametra k je graf funkcije f premica? (1]
(b) Izracdunaj k tako, da bosta korena enacbhe f(x) = 0 nasprotno enaka. 2

(c) Poisci k tako, da bo minimum funkcije f pri x = 2. [-10]

ZahtevnejSe naloge:
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20. Kateri od spodnjih grafov predstavlja graf kvadratne funkcije f(x) = ax? + bx + c,

21.

22.

23.

24.

25.

206.

27.

28.

kjer so a, b in ¢ negativna realna Stevila.

B y C y D y

Za naslednje izjave preveri ali so pravilne alt nepravilne:

2
X
(@) Vse resitve neenacbhe x > > lezijo na intervalu (0, 2). [pravilno]

(b) Funkcija f(x) = x(6 — x) ima zalogo vrednosti interval (—oo, 9]. [pravilno]

(c) MnoZica realnih $tevil k, za katere je funkcija f(x) = x>—(k—1)x+1 pozitivna
za vsako realno Stevilo, je interval (—2, 2). [nepravilno, interval (-1, 3) je
tak]

Janez je postavil ograjo vrta pravokotne oblike, ki je ograjen s treh strani. Dolzina
ograje je 60 m, plo3¢ina vrta pa meri 352 m?. Koliko merita stranici vrta?

2
Dani sta funkciji f(x) = —— in g(x) = ax? + 1. V koordinatni sistem narisi graf
X

funkcije g za a = 1 in izracunaj natancni vrednosti koordinat presecis¢ grafov
funkcij f in g za a = 1.

Naj bo f(x) = x> — mx + m — 1 in g(x) = x> — 2x — m. lzradunaj m tako, da bosta

najmanjsi vrednosti funkcij f in g enaki. Pri najve¢jem takem m resi neenacbho
21(x) > glx —1).

2

Ce bi se grafi¢no racunalo podrazilo za toliko odstotkov, kolikor znasa njegova
sedanja cena v evrih, bi morali za 12 racunal placati 1287 €. KolikSna je sedanja
cena enega racunala? [65 €]

Kvadratna funkcija ima teme v presecis¢u premic z enachama x — 2y = 0 in

x+y+3 =0, njen graf pa poteka skozi tocko A(0, —3). Zapisi enacbo te funkcije.
_ 1 2

ly = —3(x+2)7 = 1]

Resi enacbo V3x% + 2x = V3. [x; = ? x; = —V/3]

Dolodi definicijsko obmo¢je funkcije f(x) = vV2x? 4+ 3x — 5. [x & (~o0,~23] U1, o0)]
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

Koliksna je ploscina trikotnika, katerega oglis¢a so v temenu in preseciscih grafa
kvadratne funkcije f(x) = x> — 4x — 5 z abscisno osjo? [27]

Peter je zapisal mnozico vseh Stevil, ki so vec¢ja od dvakratne vrednosti svojih
kvadratov, v obliki intervala. Kaj je zapisal? [0, %)]

Dana je kvadratna funkcija f(x) = 2x% — 2mx + m.

(a) Za katere vrednosti parametra m se parabola dotika abscisne osi? [0, 2]
(b) Za katere vrednosti parametra m je ordinata temena parabole pozitivha?
[m € (0, 2)]
Za katera realna tevila k je funkcija f(x) = x> — (k — 1)x 4+ 1 pozitivna za vsak
x € R? [—1 < k < 3]
Dant sta enacbi funkcij f(x) = —é in g(x) = ax*+1, a € R. V koordinatni sistem
narist graf funkcije g(x) za a = —1 in izracunaj natancne vrednosti presecisc
funkcije f(x) s funkcijo g(x). [(V2,=1), (=V2, =1)]

V Zivalskem vrtu so opice v dveh kletkah. V prvi kletki sta dve opici ve¢ kot v
drugi. Oskrbnik zivalskega vrta je v vsaki kletki opicam razdelil 48 banan. Vsaka
opica iz druge kletke je dobila 4 banane vec kot vsaka opica iz prve kletke. Koliko
opic je v vsaki kletki? (6, 4]
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