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Polinomi
1 Definicija polinoma, stopnja, koeficienti, enakost

Vzemimo Stevilo n € N U {0} (torej je n naravno Stevilo ali 0). Izberimo zaporedje
realnih stevil ag, a4, as, ..., a,-1, a,. Zaporedije Stevil pomeni, da Stevila, ki jih izbiramo
ostevil¢imo, tj., vemo katero je prvo, katero drugo in tako dalje do zadnjega. Obicajno
pri zaporedjih tistega, ki smo ga izbrali prvega oznacimo z a4, tistega, ki smo ga izbrali
drugega oznacimo z a; in tako naprej; pri polinomih bo zaceli stevilcili z 0, torej bo
prvi ¢len ag, drugi a; in tako dalje. Zahtevamo, da je zadnje izbrano Stevilo razli¢no od
0, torej a, # 0. Z izbranimi Stevili sestavimo funkcijo

p(X) = ao+ arx+ax+ ...+ an X"+ ax" = apx" + ap X"+ 4 aox+ ax + ag

Funkcijo y = p(x) imenujemo polinom (polinom = vecclenik, monom = enoclenik ali
clen) spremenljivke x. Polinome bomo obi¢ajno oznacevali s ¢rkami p, g, r, 0, po po-
trebi pa Se s kako drugo oznako. Stevila do, dq,dy, ..., 0,1, d, imenujemo koeficienti
polinoma, najvecjo stopnjo v potencah spremenljivke x, torej n, pa imenujemo stopnja
polinoma. Stopnjo polinoma bomo oznacevali z st(p), ¢e bomo imeli v mislih polinom
p. Med koeficienti imenujemo tistega, ki stoji pri najvisji potenci x, vodilni koeficient,
tistega, ki je brez potence spremenljivke x (= x° = 1), pa imenujemo prosti &len, torej:

stopnja

plx Q@+ o +@x+@x@
vocltlm I<oeﬁaent I<oeﬁaen

Zgled 1: Zapisi stopnjo in koeficiente polinomov p(x) = —3x* — 2x? + 2x — 3 in
q(x) = x?°13 — 2013x.

Polinom p je Cetrte stopnje in ima od vodilnega do prostega 5 koeficientov: —3,0, —2,2, —3.
Polinom g je 2013 stopnje in ima 2014 koeficientov, ki so od vodilnega do prostega:
1,00, ..., =2013, 0. [

Nekaj vrst polinomov ze poznamo. Polinom stopnje 0 imenujemo konstantni polinom,
polinom stopnje 1 je linearni polinom, polinom stopnje 2 pa kvadratni polinom.



Enakost dveh polinomov definiramo takole:

Polinoma p(x) in g(x) sta enaka, Ce:

1. imata enako stopnjo, torej st(p) = st(q),

2. imata enake enakolezne koeficiente.

"Enakolezna koeficienta” pomeni koeficienta, ki lezita pri enakih potencah spremen-
ljivke.

Zgled 2: Izradunaij $tevila a, b, c in d tako, da bosta polinoma h(x) = bx>—cx’+dx—e
in p(x) = ax® — 5x% + 2x — 3 enaka.

Ker morata polinoma imeti isto stopnjo, je @ = 0 in b = O(koeficienta pri x3). Zaradi
enakosti enakoleZnih koeficientov je potem ¢ = 5(koeficienta pri x?), d = 2 (koeficienta
pri x), e = 3 (prosta ¢lena). B

2 Osnovne racunske operacije s polinomi

Sestevamo, odStevamo in mnozimo polinome tako, kot smo to poceli z vecleniki v nizjih
letnikih.

Zgled 3: Vzemimo, da je p(x) = 2x> — 3x? + 4x — 5 in g(x) = 3x* — 5x + 6. Izralunaj
p(x) +q(x), p(x) = q(x) in p(x) - q(x).

Uporabimo definicije sestevanja, odStevanja in mnozenja vecclenikov:
pX)+q(x) =2x =3x" +4x —5+3x> —Bx +6 =2x> —x + 1

p(x)—q(x) = 2x>=3x?+4x—5—(3x*=5x+6) = 2x>—3x?+4x—5-3x*+5x—6 = 2x>—6x*+9x—11

p(x) - q(x) = (223 = 3x% +4x —5) - (3x2 — 5x +6) = 6x> — 9x* +12x3 — 15x2 — 10x* + 15x> — 20xZ + 25x + 12x3 — 18x2 + 24x — 30 =

= 6x°> — 19x* + 39x> — 53x% + 49x — 30



MnoZzenje lahko izvedemo tudi tako, kot je prikazano v naslednji tabeli:

(23 — 3@ + 4x — 5 ) - (3¢ — 5% + 6 )
6x> — 9x* + 12x3 — 15x?
— 10x* + 15x3 — 20x? + 25x
+ 12x3 — 18x? + 24x — 30
6x° — 19x* 4+ 39x3 — 53xZ + 49x — 30

Zgled 4: Razstavi polinom p(x) = x*+4x> —7x?—34x—24 na produkt dveh kvadratnih
polinomov tako, da bo eden oblike x? + 6x + a.

Ce naj bo p(x) = (x? + 6x + a) - g(x), mora biti g(x) oblike x> + bx + c (zakaj?). Potem je

p(x) = (x> +6x+a) (x> +bx+c)=x*+(b+6)x>+ (a +6b + c)x* + (ab + 6¢)x + ac

Primerjava enakoleznih koeficientov pripelje do naslednjega sistema enach:
b+6=4 a+6b+c=—-7, ab+6c=-34, ac=-24

Sistem ima Stirt enacbe in le tri neznanke. Tak sistem pa je resljiv le, ¢e ustrezna
Stevila za neznanke a, b in ¢ ustrezajo vsem sStirim enac¢bam. |z prve enache ugotovimo,

da je b = —2. Ostale enacbe postanejo a +c =5, —a+ 3c = —17, ac = —24. Prvi
dve enachi sestavljata navaden sistem dveh linearnih enacb, ki ima reSitev a = 8 in
¢ = —3. Resitev ustreza tudi tretji enacbhi ac = —24. Zato je

xP A —T7x* —34x =24 = (x> +6x+8)- (x* =2x—-3) N

Ne prevec tezki razmisleki nas pripeljejo do naslednjih ugotovitev:

1. Ce imata polinoma, ki ju seStevamo razli¢ne stopnje, je vodilni ¢len vsote enak
vodilnemu ¢lenu polinoma vedje stopnje, ¢e pa imata enako stopnjo, je vodilni
¢len vsote enak vsoti vodilnih ¢lenov. Stopnja vsote ali razlike polinomov torej
ne presega vecje stopnje sestevancey, torej za polinoma p in g velja: st(p +q) <

max{st(p), st(q)}.



2. Prosti ¢len vsote ali razlike polinomov je enak vsoti ali razliki prostih ¢lenov.

3. Vodilni ¢len produkta je enak produktu vodilni ¢lenov, prosti ¢len produkta pa je
enak produktu prostih ¢lenov. Stopnja produkta je enaka vsoti stopenj posameznih
faktorjev, torej st(p - g) = st(p) + st(q).

Zgled 5: Naj bo p(x) polinom stopnje 3 z vodilnim koeficientom 2, g(x) pa polinom
stopnje 4 z vodilnim koeficientom -3. Ce je

k(x) = (2p*(x) = 3q(x)) - (p(x)q(x) + x + 1)?

poisci stopnjo in vodilni koeficient polinoma k(x).

Uporabimo gornje ugotovitve. Polinom p?(x) ima vodilni &en (2x3)> = 4x°, zato je
vodilni élen polinoma v prvem oklepaju 2 - 4x® = 8x°. V drugem oklepaju je vodilni
¢len produkta polinomov p(x)g(x) enak (2x3) - (=3x*) = —6x’. To je tudi vodilni &en v
oklepaju. Zato je vodilni &len polinoma (p(x)q(x)+x+ 1) enak (—6x7)? = 36x'*. Vodilni
¢len polinoma k(x) je potem (8x°) - (36x'*) = 288x?°. Tako je vodilni koeficient polinoma
k(x) enak 288, njegova stopnja pa je enaka 20. W



3 Deljenje polinomov

Tako kot pri Stevilih, je tudi pri polinomih deljenje obratna operacija mnozenja. Tudi
poimenovanja privzemimo taka, kot pri deljenju Stevil. Ce torej polinom p(x) (deljenec)
delimo s polinomom ¢(x) (delitelj) in je rezultat deljenja polinom k(x) (koli¢nik), velja:

p(x) < q(x) = k(x) & p(x) = k(x) - q(x)

Kako poiskati koli¢nik deljenja? Ena od poti je pokazana na naslednjem primeru.

Zgled 6: Izratunaj koli¢nik pri deljenju polinoma p(x) = x>*—6x?+12x—8 s polinomom
g(x) = x> — 4x + 4.

Ce naj bo p(x) : g(x) = k(x), je p(x) = k(x) - g(x). Zato ima k(x) obliko x + a. Mnozenje
(x + a) - (x* — 4x + 4) in primerjava enakoleZnih koeficientov nam déd predimenzioniran
sistem enach (prevec¢ enacb glede na Stevilo neznank):

a—4=-6, -4a+4=12, 40 = -8

Spomnimo se, da je sistem resljiv, ¢e izracunane neznanke ustrezajo vsem enacham
sistema. V nasem primeru je sistem resljiv z vrednostjo neznanke a = —2. Zato je
polinom p(x) deljiv s polinomom x? — 4x + 4 in je koli¢nik x — 2. |

Pri reSevanju zadnjega primera opazimo, da deljenje dveh polinomov ni vedno izvedljivo.
Ce na zgoraj opisani natin delimo polinom x> — 6x% + 12x — 9 s polinomom x% — 4x + 4,
dobimo za koli¢nik x 4+ a sistem enacb

a—4=—-6, -4a+4=12, 4a = -9,

ki pa ni resljiv. Prvima dvema enacbama sicer ustreza a = —2, ne ustreza pa zadniji
enacbi. Na podoben problem smo naleteli pri deljenju celih Stevil. Tudi tam deljenje
ni vedno izvedljivo. Problem smo resili tako, da smo dodali ostanek in zapisali osnovni
izrek o deljenju celih Stevil: Za poljubni celi Stevili a in b # 0 obstajata natanko
dolocent celi Stevili k (koli¢nik) in o (ostanek), da velja:

a=k-b+o0, o<b ali a:b=k, osto, o< b

Podoben izrek velja tudi za polinome. Pravimo mu osnovni izrek o deljenju polinomov:

Za poljubna polinoma p(x) in g(x) obstajata natanko dolocena polinoma k(x) (koli¢nik)
in o(x) (ostanek), da velja:



1. p(x) = k(x) - g(x) + o(x),

2. st(o) < st(q).

Kako pois¢emo koli¢nik in ostanek, bomo pokazali na primeru deljenja

2x* =3x> +4x* —6x 4+ 8) : (x* —2x —2)

1. Ker je vodilni ¢len produkta enak produktu vodilnih ¢lenov, v prvem koraku delje-
nja delimo vodilni ¢len deljenca z vodilnim ¢lenom delitelja, torej:

p q trenutni k
—— —
2x* =3 +4x* —6x+8) : (x¥* =2x—2) = 2x°+...

2. V naslednjem koraku izracunamo razliko polinoma p in produkta delitelja s tre-
nutnim koli¢nikom, torej p — k - g (v zapisu smo dejansko racunali p + (—k - q)):

2x" =33 +4x> —6x+8) : (X} —2x—2) = 2x°+ ...
—2x* + 43 + 4x°
x>+ 8x>—6x+8
razlika p—k-q

3. Razlika p — k - g postane novi deljenec. Na njem ponovimo postopek iz prvega
koraka, torej izracunamo koli¢nik vodilnega ¢lena novega deljenca in vodilnega
clena delitelja; dobljenti koli¢nik dodamo k prejSnjemu koli¢niku:

2x" =33 +4x> —6x+8) : () —2x—2) = 2x*+x...
—2x* + 4x3 4 4x?
x> +8x* —6x +8

4. Ponovimo drugi korak. Z dobljenim koli¢nikom (=x) pomnozimo delitelj in dobljent
produkt odstejemo od trenutnega deljenca:

(2x* —=3x3+4x2—6x+8) : (X} —2x—2) = 2x*+«x...
—2x* + 4x3 + 4x?
x>+ 8x?—6x+8
—x° + 2x% + 2x
10x? —4x + 8




5. Postopek ponovimo na novem deljencu (= 10x>—4x+8). Na koncu je novi deljenec
(= 16x + 28) nizje stopnje od delitelja, zato se deljenje konca. Koli¢nik deljenja
je polinom k(x) = 2x*> + x + 10, ostanek o(x) pa je polinom 16x + 28.

2x* =3 +4x> —6x+8) : (x>’ =2x—2) = 2x>+x+10, ost. 16x + 28
—2x* + 4x3 + 4x°
x3+8x>—6x+8
—x° + 2x% + 2x
10x%> — 4x + 8
—10x> + 20x + 20
16x + 28

Zgoraj opisani postopek (=algoritem) ponavljamo, dokler je stopnja trenutnega deljenca
vsaj enaka stopnji delitelja. Ker pa se v vsakem koraku stopnja trenutnega deljenca
zmanjSa vsaj za 1, se postopek konc¢a v kon¢no korakih.

4 Hornerjev algoritem

Vzemimo polinom p(x) = 3x°—6x*—5x3+11x>—12x+13. Recimo, da moramo izratunati
vrednost polinoma za x = 2, torej p(2). Pri raCunanju vrednosti p(2) prestejmo Stevilo
racunskih operacij, ki jih pri tem opravimo:

1. Za izralun &ena 3:2°=3.2.2.2.2.2 =96 uporabimo 5 mnoZzenj, za izracun ¢lena
6-2*=6-2-2-2-2 =96 uporahimo 4 mnoZenja, za &tlen 5-23 = .2-2.2 =40 so
potrebna 3 mnoZenja, za ¢len 1122 = 11-2-2 = 44 porabimo 2 mnoZenji, za &len
12 -2 = 24 pa le eno mnozenje. Skupno je vseh mnozenj5+4+3+2+1=15.

2. Sesdtevanjje 5: 3:2°—6-2*—5-23411-22—-12.24+13 = 96—96—40+44—24+13 = —7

Skupno je vseh racunskih operacij 15+5 = 20. Premislek nam pove, da je pri ra¢unanju
vrednosti polinoma 100 stopnje potrebujemo

100 - 101
100499498+ .. +3+2+1 = (100+1)4(99+2)+(98+3)+. . +(51+50) = ——— = 5050

mnozenj in Se 100 sestevanj ali odStevanj. S podobnim sklepanjem bi ugotovili, da v

primeru polinoma, ki ima stopnjo n, za izrac¢un vrednosti polinoma pri dani vrednosti

) Cn-(n+1) n-(n+3) )
spremenljivke x potrebujemo — +n= — racunskih operacij.



Ce dodamo %e, da elektronski ratunalnik za vsako mnozenje porabi "nekaj” sestevanj,
je racunanje vrednosti polinoma na tak nacin (vstavljanje vrednosti spremenljivke v
enacbho polinoma) zelo zamudno (kvadratna ¢asovna zahtevnost). Zato se bomo omi-
slili druga¢nega nacina racunanja vrednosti polinoma. Za zacetek nas polinom p(x)
preoblikujmo z zaporednim izpostavljanjem:

p(x) =3x" —6x" —=5x> + 11x> = 12x + 13 =x - (3x" —6x> = 5x* + 11x = 12) + 13 =
=x-(x- 3 =6x>=5x4+11)=12) +13=x-(x-(x-(3x*—=6x=5)+11) —=12) + 13 =

=x-(x-(x-(x-3-x—6)=5+11)—=12)+13

V tako zapisanem polinomu porabimo za izracun vrednosti p(2) le 5 mnozenj (prej 15)
in 5 sesStevanj ali odStevanj:

p(2) = 2:(2:(2:(2:(3:2=6)=5)+11)=12)+13 = 2:(2:(2-(2-(6—6)—5)+11)=12)+13 = 2-(2-(2:(=5)+11)=12)+13 = 2:(2:(=10+11)=12)+13 =

=2.(2:1-12)+13=2-2-12)+13=2-(=10)+13=-20+ 13 = —7

Zadnji racun lepSe zapiSemo s tabelo,
ki jo imenujemo Hornerjeva shema (po
angleskem matematiku W. G. Hornerju).
Shema je sestavljena iz treh vrstic in dveh
stolpcey, od katerih je prvi ozji od drugega:

Racunski postopek, ki nas pripelje do izracuna vrednosti p(2) v Hornerjevi shemi, ime-
nujemo Hornerjev algoritem. V drugi stolpec prve vrstice zapiSemo koeficienta po-
linoma od vodilnega proti prostemu, tudi tiste, ki so enaki 0. V prvi stolpec druge
vrstice zapiSemo Stevilo pri katerem racunamo vrednost polinoma. Na zacetek drugega
stolpca tretje vrstice pripiSemo vodilni koeficient polinoma. V nasem primeru dobimo
naslednjo shemo:

V zadnjem racunanju vrednosti p(2) smo najprej pomnozilt vodilni koefiecient z vre-
dnostjo spremenljivke x, torej 3 -2 = 0, dobljenemu produktu pa smo pristeli naslednji
koeficient polinoma, to je —6. V tabeli izra¢unan produkt zapisemo v srednjo vrstico pod
ustrezen koeficient in obe Stevili sestejemo. Vsoto zapiSemo pod njiju v tretjo vrstico.

9



Postopek ponovimo, torej dobljeno vsoto pomnozimo z 2, ustrezen zmnozek podpiSemo
pod naslednji koeficient polinoma in podpisant Stevili seStejemo in vsoto spet zapiSemo
po njima v tretji vrstici. Vsoto spet pomnozimo z 2 in nadaljujemo po enakem vzorcu
do konca tabele.

Zadnje Stevilo v tabeli je vrednost polinoma pri x = 2. Seveda v Hornerjevo shemo
zapisujemo le Stevila, brez puscic. Precis¢ena shema je v nasem primeru:

3 -6 =5 11 —12 13
2 6 0 —10 2 —20
3 0 5 1 —10]—7

Oglejmo si Se eno uporabo Hornerjevega algoritma. V prejSnjem poglavju smo se naucili
deliti polinome. Z nauéenim postopkom delimo polinom p(x) = 3x°> —6x* —5x3 + 11x? —
12x + 13 s polinomom ¢g(x) = x — 2. Po kratkem racunu dobimo:

p(x): g(x) = (3x> —6x* —5x> + 11x* —=12x +13) : (x —2) = 3x* —=5x* + x — 10, ost. —7

Torej je koli¢nik deljenje polinom k(x) = 3x* — 5x> + x — 10 in ostanek konstanten
polinom o(x) = —7. Ce pogledamo v tretjo vrstico nase Hornerjeve sheme opazimo,
da je zadnje Stevilo v shemi (= —7) ostanek deljenja, Stevila pred njim pa so po vrsti
koeficienti koli¢nika. Kar smo ugotovili v posebnem primeru velja tudi v sploSnem:

Ce delimo polinom p(x) z linearnim polinomom x—a, lahko koli¢nik in ostanek izra¢unamo
s Hornerjevim algoritmom tako, kot je prikazano v spodniji tabeli:

10



[koeﬁclentl polinoma p(x), cleljenec]

* ok kK L.k ok k%

[koeﬁcienti polinoma k(x), I<oliéni|<] || [p(a), ostanek ]

Povzemimo:

Hornerjev algoritem lahko uporabljamo za izracun vrednosti polinoma pri dani vrednosti
spremenljivke, torej za izracun p(a), lahko pa ga uporabljamo tudi za deljenje polinoma
p(x) z linearnim polinomom x — a.

Zgled 7: Izratunaj koli¢nik in ostanek pri deljenju (x® +2x + 1) : (x + 1).

Deljenje napravimo s Hornerjevim algoritmom:

1. 00 00 00 2 1
S R i R e Q"
T 11 11 =11 1[0

Iz tabele preberemo, da je koli¢nik k(x) = x” —x® + x> — x* + x> — x2 + x + 1 in ostanek
o=0. |
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5 Nicle polinomov

Tako kot je pri poljubni funkciji Stevilo, recimo a, nicla funkcije, je tudi pri polinomu
p(x) nicla tako sStevilo a, da je p(a) = 0.

Konstantni polinom nima nicel razen, ce je konstanta enaka 0. Linearni polinom p(x) =

—b+vVD

2a
¢e je diskriminanta D > 0, ¢e pa je D < 0, ima polinom kompleksne ni¢le.Mi se bomo

ukvarjali le z realnimi ni¢lami, kompleksnih ni¢el ne bomo upoStevali.

ax + b ima niclo —g, kvadratni polinom p(x) = ax? + bx + ¢ ima niéli x;, =

Konec 18.stoletja je nemski matematik Karl Friedrich Gauss dokazal, da ima vsak ne-
konstanen polinom niclo, ki je lahko realna ali kompleksna. Iskanje nicel polinomoy, ki
imajo vedjo stopnjo od 2, je zahtevno opravilo. Obicajno nicle takih polinomov pois¢emo
s katero od numeri¢nih metod (ena med njimi je tudi bisekcija).

Po Gaussu vemo, da ima vsak nekonstantni polinom nic¢lo (lahko je tudi kompleksno
Stevilo). Z naslednjim postopkom bomo pokazali, da ima polinom toliko nicel kot je
njegova stopnja, ¢e upostevamo, da se lahko ena in ista ni¢la pojavi veckrat.

Vzemimo, da je Stevilo x; nicla polinoma p(x). Torej je p(x;) = 0. Polinom p delimo z
linearnim polinomom x — x7. Naj bo koli¢nik deljenja polinom k(x), ostanek deljenja pa
Stevilo 0. Potem je:

p(x) = k(x) - (x —x1) + o0, st(k) =st(p) —1
Ocitno je 0 = p(x1). Ker pa je p(x1) =0, je zato o = 0 in tako:
p(x) = (x — x1) - k(x), st(k) = st(p)—1

Polinom p smo tako razstavili na produkt dveh polinomov. Ni se tezko prepricati, da
imata polinoma p in k enaka vodilna koeficienta, recimo.

Gornji postopek ponovimo na polinomu k. Recimo, da smo nasli ni¢lo x, polinoma k(x).
Potem je:
k(x) = (x — x2) - ki(x), st(ky) = st(k) —1

Upostevajmo Se razstavljeno obliko polinoma p, pa imamo:
p(x) = (x —x1) - (x — x2) - ki(x), st(ky) = st(p)—2

Postopek nadaljujemo tako, da pois¢emo niclo x3 koli¢nika ky. Ker se stopnje nastalih
koli¢nikov k, kq,... v vsakem koraku zmanjSajo za 1, se postopek v konc¢no korakih
konca. Korakov je toliko, kot je stopnja polinoma p. Zadnji koli¢nik je tako konstantni
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polinom, ki je kar enak vodilnemu koeficientu polinoma p, ker kot smo opazili zgoraj,
imajo polinom p in vsi koli¢niki k, ky,... enake vodilne koeficiente. Z ugotovljenim
zapiSemo polinom p(x) v nic¢elni obliki ali v obliki za nicle:

px)=a-(x—x1)-(x—x2) - ... (x — xp)

V zapisu smo privzeli, da je stopnja polinoma p enaka n, njegov vodilni koeficient pa
a. Ce se ni¢la x; pojavi veckrat, recimo n4 krat, zdruzimo vse linearne faktorje x — x; v
obliko (x —x1)". Ce tudi za ostale nicle napravimo enako, dobimo drugo nicelno obliko:

px)=a-(x—x))" - (x—x2)"2 ... (X—=Xp)", my+n2+ ...+ n, =n=st(p)

Zgled 8: Zapisi polinom p(x) = x° + 2x* —5x3 — 8x% — 2x + 12 v nielni obliki, ¢e ves,
da so tri njegove nicle x; =1, x, =2 in x3 = —3.

Koli¢nike deljenj, ki so opisana v zgornjem razmisljanju, pois¢emo s Hornerjevim algo-
ritmom. Najprej deljenje s polinomom x — 1:

12 -5 -8 -2 12
1T 1 3 —2 —10 —12
13 —2 —10 —12 [0

Torejje p(x) = x° +2x* —=5x3 —8x? —=2x + 1= (x = 1) - (x* + 3x = 2x* = 10x — 12). V
drugem koraku upostevamo, da je xo = 2 tudi ni¢la koli¢nika x* + 3x3 — 2x% — 10x — 12.
Spet uporabimo Hornerjev algoritem:

13 =2 =10 —12
21 2 10 16 12
75 8 6 |0

Postopek ponovimo z ni¢lo x3 = —3 na polinomu x> + 5x? + 8x + 6:
1 5 8 6
-3 -3 —6 -0
T 2 2 ]9

Torejje: p(x)=(x—=1)-(x—=2)- (x+3) - (x* +2x+2). A

Kvadratni polinom x? +2x +2 ima negativno diskriminanto (D = —4), zato nima realnih
nicel, ima pa dve kompleksnt nicli. Zapis gornjem primeru je podlaga za tretjo obliko
nicelno obliko polinoma. V njej so zapisane samo realne nicle, kompleksne pa so skrite
v kvadratnih polinomih z negativnimi diskriminantami:
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px) =a-(x —x))" - (x —x2)" - ... (X% + ar1x + b))k - (X% + ax + by)k

Vsota vseh eksponentoy, ki nastopajo v zapisu, je enaka stopnji polinoma, torej

nm+n+...+k+k+...=n=st(p)

Zgled 9: Zapisi polinom cetrte stopnje, ki ima niclo pri x = —1, pri x = 2 pa ima
niclo tretje stopnje. Za x = 1 ima polinom vrednost 1.

Uporabimo ni¢elno obliko: p(x) = a - (x + 1) - (x — 2)? Izra¢unati moramo e vodilni
koeficient a. Ker je p(1) =1, je

1
1:a-(1+1)-(1—2)3;»1:—2a;>a:—i

Torej je p(x) = —3 - (x + 1) - (x — 2)?, v splo3ni obliki (odpravimo oklepaje) pa je p(x) =
4

—x 0 32 Ok 44 m

Skoraj vsi polinomi, ki nas bodo zanimali, imajo cele koeficiente. Oglejmo si, kako lahko
pois¢emo njithove "lepe” nicle, torej cele nicle ali racionalne nicle (ulomke).

Zgled 10: Poiséi cele ni¢le polinoma p(x) = 6x3 — 25x? + 2x + 8.

Recimo, da je celo Stevilo n njegova nicla. Torej je
6n° =250 +2n+8=0= 8 =n-(—6n*+ 25n — 2)

Desna stran zadnje enacbe je veckratnik Stevila n. Zato, in ker je enaka 8, je Stevilo n
delitelj Stevila 8. Torej so mozne cele ni¢le nasega polinoma Stevila £1, £2, +4, +8. Z
malo truda s Hornerjevim algoritmom ugotovimo, da je nicla x; = 4.

6 —25 2 8
4 24 —4 —8
6 -1 —2 |0

Ostali ni¢li, x, = £, x3 = —3, poistemo v enatbi 6x* — x —2 = 0. [ ]
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Zgled 11: Poisé¢i racionalne niéle polinoma p(x) = 24x> + 10x? — 13x — 6.

. . m . .y . . . . v
Recimo, da je — racionalna nicla tega polinoma. Privzemimo, da je ulomek okrajsan,
n
torej je D(m, n) = 1. Potem je
m3 m? m 3 5 5 3
— +10— —-13——-=6=0 = 24m” +10m°n —13mn° —6n> =0
n n n

24

Prvi trije ¢leni zadnje enatbe so deljivi z m, zato mora biti tudi zadnji ¢len 6n° deljiv
z m. Ker z n ni deljiv z m (D(m,n) = 1), mora biti z m (Stevec) delitelj Stevila 6,
torej prostega ¢lena polinoma. Podobno pokazemo, da mora biti n (imenovalec) delitelj
vodilnega koeficienta polinoma, torej Stevila 24. Zapisimo mozne “lepe” nicle:

cele ni¢le (mnozica Z): £1,+2,+3, +6

racionalne ni¢le (mnozica Q): + i—%,i R e e e e == ,if—z,

wWIN
=
ENTON)
[
o=
©lw

1 1
2 3’
Nicle bomo spet ugotavljali s Hornerjevim algoritmom. Preizkus s celimi ni¢clami ne
prinese uspeha, zato poskusimo z racionalnimi ni¢clami, za¢nimo z %:

24 10 13 -6

] 12 11 -1

24 22 =2|-7

Torej % ni ni¢la. Privelikem Stevilu moznih ni¢el moramo imeti malce srece z ugibanjem.

Poskusimo s %:
24 10 —-13 -6
3 18 21 6
24 28 8 |0
Ugotovili smo, da je x; = % Ostale nicli, x; = —%, X3 = —% dobimo v enathi 24x? +

28x + 8 = 0, e laZje pa v okraj8ani enathi 6x> +7x +2=0. A

Ce ima polinom p(x) = a,x" + a,_1x"~" + ... + a1x + ag celoSteviléne koeficiente, so
kandidati za

e celosteviléne nicle delitelji prostega Elena (x;|ay),

e racionalne nicle, tisti okrajSani ulomki katerih stevec deli prosti ¢len, imenovalec

. . - L . .
pa deli vodilni koeficient (za ni¢lo — velja: m|ag in n|a,).
n

15



6 Kompleksna Stevila in polinomi z realnimi koeficienti

V tem razdelku se bomo ukvarjali s polinomi, bolj nata¢no z njihovimi ni¢lami, vsi
polinomi pa bodo imeli za koeficiente realna Stevila.

Oglejmo si najprej primer kvadratne funkcije f(x) = ax? + bx + c. Nidli x; in x
izra¢unamo z enachama

_—b+VD _—b—VD

X1 = X2 =
2a 2a

Kolitina D = b? — 4ac je diskriminanta kvadratne funkcije. Spomnimo se, da ima
v primeru D > 0 kvadratna funkcija dve realni nicli, v primeru D = 0 eno (dvojno,
dvakratno) realno niclo, v primeru D < 0 pa nima realnih nicel, ima pa kompleksne
nicle.

Zgled 12: Izratunaj diskriminante in resitve naslednjih kvadratnih enaéb : x> — 6x +
9=0, x2—3x—10 =0 in 16x%2 — 24x + 25.

Nicli funkcije f(x) in resitve (koreni) enacbe f(x) = 0 so ista Stevila. Zato kvadratno
enacbo resimo kar s formulo za nic¢li. V prvem primeru je D =0 in x4 = x; = 3, v

drugem primeru je D = 49 in reSitvi x; = 5 ter x, = —2, ki ju lahko pois¢emo tudi z
razcepom x> — 3x — 10 = (x — 5)(x + 2). V zadnjem primeru je D = —1024. Zato je
24+32i 3
VD = vV—=1024 = V—1-V1024 = i - 32 = 32i. Zato sta re&itvi x| = % = 7 + i
24-32i 3
inXZ:T[:Z_L [ |

V zgledu opazimo, da ima zadnja enacha negativno diskriminanto in dve konjugirani
kompleksni resitvi. To opazanje velja tudi za druge kvadratne enache ali funkcije z
negativnimi diskriminantami.

Poljubna kvadratna funkcija f(x) = ax?+ bx + c (ali ustrezna enatha ax?+ bx + ¢ = 0)
z realnimi koeficienti in negativno diskriminanto ima dve konjugirani kompleksni nicli
(enacha resitvi), ki ju izratunamo z obicajnima formulama in pri tem upostevamo, da je

VD = in/|D].
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Zgled 13: Zapisi kvadratno enacho z realnimi koeficienti, ki ima eno resitev x; =
2 — 3i in vodilni koeficient 2.

Ker ima enacba realne koeficiente, kompleksni nicli nastopata v konjugiranem paru,
torej, Ce je xy = 2 —3i, je x, = 2 — 3i = 2 + 3i. Kvadratno funkcijo in tako tudi enacho
z danima nic¢lama (reSitvama) zapisemo v nicelni obliki a(x — x7)(x — x2) = 0; v nasem
primeru:

2(x—(2=30))(x —(2+30) =0= 2((x —2) +3i)((x —2) =3i)) =0 = 2((x —2)* = 9i*) =0
Zadnjo enatbho z malo truda preuredimo v enatho: 2x? — 8x + 26 = 0. [ |

Spomnimo se nekaj trditev o ni¢lah polinomov. Tako kot je pri poljubni funkciji Stevilo,
recimo a, nicla funkcije, je tudi pri polinomu p(x) ni¢la tako Stevilo a, da je p(a) = 0.

Vzemimo, da ima polinom p(x) = a,x" + a,_1x"~' +...+ a1x + ag realne koeficiente in
kompleksno niclo z. Ker so koeficienti a,, a,_1, ..., aq, ag realna Stevila, so kar enaki
svojim konjugiranim vrednostim, torej @, = ay za poljuben ustrezen indeks k. Ker je
z ni¢la polinoma p, je p(z) = 0 in zato a,z2" + a,_1z" " + ...+ a1z + ap = 0. Zadnjo
enacbo "konjugiramo”. UpoStevamo lastnosti operacije konjugiranja in dobimo:

p(z2)=0=a,z2"+a, 12" " +...+a1z+ay=0=a,z" + Gz '+, +mz+a;=0=>

= 0,2"+0,2" " ... +a1Z+a;=0=p(z)=0

Ker je tudi p(z) =0, ¢e je p(z) = 0, lahko zapiSemo

Kompleksne ni¢le polinoma z realnimi koeficienti nastopajo v konjugiranih parih, torej,
¢e je a + bi kompleksna ni¢la polinoma, je nicla tudi Stevilo a — bi.

Preprosta posledica gornje ugotovitve je, da ima jo polinomi lihe stopnje z realnimi
koeficienti vsaj eno realno niclo.

Zgled 14: Dana je enatba x> + ax’ + bx + ¢ = 0; a, b, ¢ € R. lzra¢unaj koeficiente
a, b in ¢ tako, da bosta stevili z; = —2 + 3i in z, = 1 reSitvi te enache.

Ker ima enacba realne koeficiente, je njena tretja ni¢la z3 = —2 — 3i. Najenostavneje
koeficiente izracunamo tako, da enacbo zapiSemo v nicelni obliki, ki jo potem spreme-
nimo v splosno obliko in iz nje preberemo koeficiente a, b in c. Ker je vodilni koeficient
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enache enak 1, je nicelna oblika enatbe (x — z)(x — z;)(x — z3) = 0. Potem je:
0 = (x=1)(x—(=243))(x—(=2=3i)) = (x=1)((x+2)=3i)((x+2)+3i) = (x=1)(x*+4x+13) = x’+3x*+9x—13

Zatojea=3,b=9in c=-13. [ |
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7 Graf polinoma

Spodnjo sliko smo narisali s pomocjo racunalnika. Prikazuje graf polinoma in njegove
znacilne tocke.

Slika 1: Graf polinoma p(x) = 55(x — 1)%(x + 2)3(x — 3)

Seveda nam bo natancne grafe narisal kakSen rac¢unalniski program, mi pa se bomo
v tem poglavju naudili narisati priblizen graf danega polinoma. Graf polinoma bomo
risali tako, da bomo:

1. Poiskali znacilne toc¢ke polinoma:

(a) nicle,
(b) stacionarne tocke: minimum, maksimum, sedlo,

(c) zacetna vrednost.

2. Raziskali obnasanje polinoma na robu definicijskega obmocja, kar je pri polino-
mih pri zelo velikih pozitivnih in zelo velikih negativnih vrednostih spremenljivke
X.
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Tipi nicel

Realne nicle polinoma poiscemo s katero od metod, ki so opisane v prejsnjih poglavjih.
Polinom zapiSimo v nicelni obliki:

px)=a-(x—x))" - (x —=x2)" ..o (x — xp)"™"

Oglejmo si dogajanje v bli"nji okolici ni¢le x1. V taki okolici je razlika x—x; zelo majhna.
Ce je x < xq, je razlika x —xq negativna, Ce je x > xq, je razlika x —x; pozitivha. Pravimo
tudi, da se je pri prehodu prek nicle x; vrednost razlike x — x; spremenila.

Pri nicli lihe stopnje (n1 =1, 3, ,5,...), se pri prehodu iz ene strant ni¢le na drugo
stran ni¢le predznak izraza (x — x1)™ spremeni, zato graf polinoma pri taki nicli seka
abscisno os.

Pri prehodu prek nicle sode stopnje ny =2, 4, ,6,...) se predznak izraza (x — x1)™ ne
sprement, zato se v taki ni¢li graf polinoma dotakne abscisne osi (pravimo tudi, da se
odbije od abscisne osi).

/ / \X/X

1 X X1 X /;(1 X

1. stopnja 2. stopnja 3. stopnja 4. stopnja

Stacionarne tocke

Stacionarne tocke bomo podrobneje obravnavali pri poglavju o odvodu, zaenkrat jih samo opiSimo. Prvi
dve vrsti imenujemo ekstrema:

1. Maksimum je tocka, v kateri polinom doseze lokalno (v bliznji okolici) najveéjo vrednost.

2. Minimumje tocka, v kateri polinom doseze lokalno (v bliznji okolici) najmanjSo vrednost.

Spomnimo se, da je tangenta na kroznico premica, ki se dotika kroznice v tocki, ki jo imenujemo doti-
kalis¢e. Podobno imenujemo tangenta na graf polinoma premico, ki se "dotika” grafa v tocki, ki jo tudi
v tem primeru imenujemo dotikalisce.

V Cetrtem letniku bomo pokazali, da je smerni koeficient tangente (k;) v dotikalis¢u enak odvodu funk-
cije v dotikalis¢u. Pri polinomih je odvod polinoma p(x) nov polinom, ki ga oznatimo z p’(x). Odvod
izratunamo tako, da prosti ¢len polinoma p(x) izbri§emo, poljuben drug &len, recimo axx*, pa postane &len
kax*=1. Tako je odvod polinoma p(x) = x*—2x?—8x+2 enak polinomu p’(x) = 4x*~1—2.2x>1-8.x1"1 =
4x3 — 4x — 8.
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kf:O

/<l‘<0 kt>0
/<l‘>0 kt<0

/<t=0

Slika 2: Obnasanje smernega koeficienta k; okoli minimuma in maksimuma
Ce dotikaliste tangente premikamo po grafu polinoma opazimo, da je tangenta v nekaterih tockah grafa
vzporedna abscisni osi. Take tocke na grafu imenujemo stacionarne tocke. V njih je smerni koeficient
tangente k; enak 0.

V zadni trditvi pa je Ze skrit recept za iskanje stacionarnih tock: izracunamo odvod polinoma, ga iz-
enacimo z 0 in resimo nastalo polinomsko enacbo.

Zgled 15: Poi$¢imo stacionarne tocke polinoma p(x) = x> — 3x — 2.

Po gornjih navodilih izratunamo odvod polinoma: p’(x) = 3x> — 3. Nato resimo enatho p’(x) = 0, torej

3x2—3 = 0. Re&itvi sta x; = 1 in x; = —1. Ustrezni vrednosti ordinat (y) izratunamo tako, da izratunani
vrednosti vstavimo v enacbo polinoma; dobimo y; = —4 in y, = 0. Stacionarni tocki sta tako Si(1, —4)
in S2(—1,0). [ |

Obnasanje polinoma na robu definicijskega obmodja

Vzemimo polinom p(x) = 4x* —3x3+5x? —7x +3 in na njegovi desni izpostavimo vodilni
¢len. Dobimo:

5 1 7 1 3 1

31
4
px)=4x" - [1——- -+~ 5 —— - — 4+~ —
4 x 4 x2 4 x3 4 xt

Za velike absolutne vrednosti spremenljivke x, torej za velike vrednosti |x|, se vrednost
izraza v oklepaju zelo malo razlikuje od 1, zato se za velike vrednosti |x| vrednost
polinoma p(x) zelo malo razlikuje od vodilnega &ena 4x*. Ugotovljeno velja tudi v
splosnem:
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Za velike absolutne vrednosti spremenljivke x se vrednost polinoma p(x) = a,x" +
ap_1xX" "+ ... 4 ag zelo malo razlikuje od vrednosti vodilnega ¢lena a,x”, torej je za
velike vrednosti |x|: p(x) ~ a,x"

Graf polinoma y = a,x" je odvisen od vodilnega koeficienta in stopnje polinoma. Lo¢imo
stirt razlicne oblike. Prvi dve nastaneta pri pozitivhem vodilnem koeficientu. Na sliki
je s prekinjeno ¢rto oznacen del polinoma v okolici izhodis¢a:

-- '_,'...-.-o.-............-'.'". [ e e CEeeemon -l -
' 0 X 0 X
a, > 0, liha stopnja a, > 0, soda stopnja

Naslednji sliki nastaneta pri negativhem eksponentu:

- -"."u.-().-...-m-....._. - — —_— e mm=O -———

0 X 0 X
a, < 0, liha stopnja a, < 0, soda stopnja

Graf polinoma bomo narisali tako, da bomo:

1. Izracunali ni¢le in njih stopnjo.
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2. lzracunali stacionarne tocke in dolodili vrsto (v Cetrtem letniku).
3. lzracunali zacetno vrednost in po potrebi tabelirali Se kako dodatno tocko.

4. S pomodjo vodilnega koeficienta in stopnje raziskali obnasanje na robu definicij-
skega obmog¢ja, torej za velike vrednosti |x]|.

Zgled 16: Naridimo polinom p(x) = x> — 3x? + 4.

Nicle poisc¢imo kar s Hornerjevim algoritmom. Med "lepimi” kandidati za ni¢le £1, £2, £4
hitro najdemo niclo x; = —1:

1 -3 0 4
A -1 4 —4
T —4 4 |0

Ostali nicli sta skriti v polinomu x? — 4x + 4. Nitli nasega polinoma sta torej:

[ =—1,x=2(ll)]

Ce Zelimo izratunati stacionarne totke, potrebujemo odvod: p’(x) = 3x?> — 6x. Odvod
enatimo z 0: 3x?> — 6x = 0 in izraunamo abscise stacionarnih to¢k x; = 0, x, = 1 in
Se sami stacionarni tocki: S1(0,4) in S,(1,0).

Za konec izraCunamo Se zacetno vrednost je p(0) = 4.

Zgled 17: V drugem primeru nari$imo graf polinoma p(x) = x> — 6x% + 9x — 4.

Ugotovimo, da je x; = 1, s Hornerjevim algoritmom znizamo stopnjo

1 -6 9 —4
1 1T -5 4
T =5 4 |0

Ostali nic¢li sta skriti v polinomu x? — 5x + 4 = (x — 1)(x — 4). Ni¢li nasega polinoma
sta torej:
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(X1 =4,x=1(I)]

Izratunajmo odvod p’(x) = 3x>—12x+9 = 3(x—1)(x—3), ga izenatimo z 0 in izratunamo

abscise stacionarnih to¢k x; = 1, x, = 3 in Se sami stacionarni toc¢ki: S;(1,0) in
S,(3, —4).
Se zacetna vrednost: p(0) = —4. Grafa obeh primerov sta prikazana na koncu.

V naslednjem primeru se lotimo obratne naloge.

Zgled 18: Zapisi v splosni obliki enacbo polinoma Cetrte stopnje, katere graf prika-
zuje naslednja slika:

—4 +

Slika 3: Slika k primeru

Iz slike preberemo nicle: x; = 2(/l), x, = —%, x3 = —2 in zacetno vrednost (0, 2). Zato
je
1 1
y = a(x—2)2(x—|—§)(x+2):> 2:0-4-5-2
Tako je a = % Z malo rac¢unanja dobimo:
1 3 5
y= §X4—§X3—§X2+3X+2
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Se obljubljent sliki za prejsnja zgleda:

Slika 4: Grafa polinomov y = x> —3x? +4iny = x> —6x> +9x — 4
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8 Racionalna funkcija

Definicija in znadilne tocke racionalne funkcije

Vzemimo polinoma p(x) in g(x), ki v svoji nicelnt obliki nimata skupnega niti linearnega,
nitt kvadratnega faktorja. Sestavimo novo funkcijo:
f(x) = Pix)
q(x)
Nastalo funkcijo imenujemo racionalna funkcija. Mnozica vseh racionalnih funkcij je
zaprta za osnovne racunske operacije, kar pomeni, da je vsota ali razlika ali zmnozek
ali koli¢nik dveh racionalnih funkcij spet racionalna funkcija.

Vrednosti racionalne funkcije so ulomki, ti pa niso definirani za vsako vrednost spre-
menljivke x, zato definicijsko obmocje D racionalne funkcije v splosSnem niso vsa realna
Stevila. 1z mnozice vseh realnih vrednosti spremenljivke x moramo izvzeti tiste vre-
dnosti x, pri katerih je polinom v imenovalcu (= ¢g(x)) enak 0, ali drugace povedano,
racionalna funkcija ni definirana v ni¢lah polinoma v njenem imenovalcu.

2x —1
Zgled 19: Poiscimo definicijsko obmodje funkcije y = 5 ————.
2x%? —3x =2
Pois¢emo nille polinoma v imenovalcu: 2x> —3x —2=0= x; =2, x, = —%. Potem je
definicijsko obmogje funkcije iz primera: D =R — {1, 2} [ |

Kriticne tocke

K kriti¢cnim to¢kam racionalne stejemo nicle in pole.

Nicle racionalne funkcije so, tako kot nicle poljubne funkcije, take vrednosti spremen-
liivke x, pri katerih je vrednost funkcije y = f(x) enaka 0. Ker je racionalna funkcija
ulomek, ulomek pa ima vrednost 0 le v primeru, ko je Stevec enak 0, imenovalec pa ne,
so nicle racionalne funkcije enake niclam polinoma v Stevcu.

Poli racionalne funkcije so vrednosti spremenljivke x v katerih funkcija nt definirana,
torej ni¢le polinoma v imenovalcu.

V definiciji racionalne funkcije odkrijemo, da mnoZica nic¢el in mnozica polov nimata
skupnega elementa, ker polinoma Stevcu in imenovalcu racionalne funkcije v nicelni
obliki nimata skupnega faktorja.
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Kriticne tocke locimo tudi glede na njihovo veckratnost na tocke prve stopnje, druge
stopnje, tretje stopnje in tako dalje. V¢asih nam bo zadostovala le locitev na tocke lihe

in sode stopnje.
Pri kriti¢cnith to¢kah nas bo zanimalo predvsem obnasanje grafa v njihovi okolici. Pri

niclah se graf racionalne funkcije obnasa tako, kot se graf polinoma obnasa pri nicli

ustrezni stopnje.
V polih racionalna funkcija ni definirana, je pa definirana v bliznji okolici polov. Tam

se obnasa priblizno tako, kot se obnasa poten¢na funkcija y = x™" = 1/x", n € N ali
—1/x", n € N v okolici izhodis¢a. Seveda sta obe potenc¢ni funkciji tudi

n _—

y = —Xx ' =
ractonalni funkciji s polom v izhodis¢u x = 0.
y y
s 4|
21 - 2t
— -
-2 —1 1 2 X -2 -1 1/ X
=y 2t
_4f 4l
1
Slika 5: Obnasanje funkcij y = — in y = —— na intervalih (—2,—-0.2) in (0.2, 2)
X X

Obnasanje je najbolje raziskati s kaksnim od programov dinami¢ne geometrije.
gornjih slikah sta prikazana grafa funkcij y = 1/x in y = —1/x na intervalih (-2, —0.2)

in (0.2,2) s 60 tockami.
Kaj opazimo? Ko se blizamo z vrednostjo spremenljivke x proti polu x; (na sliki je
x; = 0), vrednosti racionalne funkcije presezejo Se tako veliko pozitivho ali negativno
vrednost, pravimo, da gredo vrednosti funkcije v neskonc¢nost (v +o0 ali v —o0). Na grafu
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to prikazemo tako, da v polu x; nariSemo premico x = xq, ki jo imenujemo navpi¢na
asimptota. Navpi¢no asimptoto nariSemom ¢rtkano, kot smo to Ze poceli z asimptotami
pri grafu eksponentne in logaritemske funkcije. Graf funkcije se vedno bolj priblizuje
navpicni asimptoti, ko se priblizujemo polu z leve ali desne.

Glede na veckratnost polov lo¢imo naslednje moznosti obnasanja okoli asimptote:

Y AR AN
AR VA

1. stopnja 2. stopnja 3. stopnja 4. stopnja

Mozne so tudi naslednje oblike:

J
TN VARV A

1. stopnja 2. stopnja 3. stopnja 4. stopnja

—

[}
1
1
1
1
L
1
1
1
1
1
1

— X
\>>

Povzemimo:

V okolici kriti¢cne tocke:

e lihe stopnje graf racionalne funkcije spremeni predznak, pri ni¢li seka abscisno

L

os (=), pri polu pa se graf priblizuje navpi¢ni asimptoti na razli¢nih koncih
1

A
asimptote ( TX)'

e sode stopnje graf racionalne funkcije ohrani predznak, pri nicli se dotakne ab-
scisne osi ( LZ>X), pri polu pa se graf priblizuje navpi¢ni asimptoti na istem koncu

asimptote ( 4~\> ).

(x — 1)2(x + 1)
X2x —2)(x +2)°

Zgled 20: Skicirajmo graf funkcije y =

Funkcija ima v x = 1 niclo 2. stopnje, kar oznac¢imo z x; = 1 (//), in enojno (=nicla 1.
stopnje) ni¢lo x, = —1. Poli in njihove veckratnosti so: x; =0 (//), x; =2 in x3 = —-2.
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V koordinatni sistem nariSemo nicle, pole (dogovorimo se, da ni¢le oznacujemo s krogci,
pole s krizcem), v polih nariSemo Se navpi¢ne asimptote.

y

N
U
B
U
U
U
U
u
U
U
U
U
U
U
U
U
1
U
U
U
U

0 1

x

|
S\
|
—_—

U
U
U
U
U
U
|
U
U
U
U
H
U
U
U
U
u
U
I

Kje v koordinatnem sistemu zaceti risanje? Na desni, na levi ali na sredini? Mi se
odlo¢imo, da zacnemo desno. V naslednjem razdelku bomo bolj natan¢no pojasnili, kje
"desno” bomo zaceli.

Skrajno desna kriti¢cna tocka je pol x = 2. lzra¢unajmo vrednost funkcije pri vedji
spremenljivki, recimo pri x = 3. Dobimo tocko (3,16/45). Ker med x = 3 in polom
x = 2 ni kriticnith tock, se graf zacne priblizevati navpi¢ni asimptoti po pozitivnih
vrednostih spremenljivke y. Pol x = 2 je prve stopnje, zato se graf funkcije na drugi
strani navpicni asimptoti priblizuje asimptoti po negativnih vrednostih spremenljivke y.

Naslednja kriticna tocka, gledano z desne, je dvojna ni¢la x = 1. Zato se v njej graf
funkcije odbije in se priblizuje navpi¢ni asimptoti v polu x = 0 po negativnih vrednostih
spremenljivke y.

Ker je pol x = 0 druge stopnje, se graf tudi na drugi strant navpic¢ne asimptote priblizuje

po negativnih vrednostih spremenljivke y. Od tam graf potuje k enojni nicli v x = —1,
jo seka in se po pozitivnih vrednostih y priblizuje asimptoti v polu x = —2.
Pol v x = —2, ki je skrajno leva kriticna tocka, je prve stopnje, zato se graf funkcije z

leve priblizuje asimptoti po negativnih vrednostih spremenljivke y. Od tam graf potuje
proti tocki (—2, —32/45).

29



Se slika opisanega:

««

—_———T T — T T2

x

|
T T T T N _____
—_—
=
—_—

—————r——— T ————r——

Kaj se dogaja z grafom za vrednosti x < —3 in vrednosti x > 3, bomo ugotovili v
naslednjem razdelku.

Asimptota racionalne funkcije

V tem razdelku nas bo zanimalo obnasanje racionalne funkcije na robu definicijskega
obmocja. Kaj je rob definicijskega obmocja?
Spomnimo se, da definicijsko obmo¢je racionalne funkcije dobimo tako, da iz mnozice

realnih Stevil odstranimo nekaj Stevil, polov. Z odstranitvijo polov “zmanjSana” mnoZzica
(x=1)°(x+1)

=)tz UMa

realnih Stevil razpade na unijo nekaj intervalov. Recimo, funkcija y =
pole v mnoZici {—2,0, 2}, zato je

Dy =R —{—2,0,2} = (—00, —2) U (=2,0) U (0, 2) U (2, 00)

Definicijsko obmocje prikazimo Se na Stevilski premici:
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Rob definicijskega obmocdja so krajis¢a intervalov, torej poli in levi ter desni konec
Stevilske premice, ki ju ozna¢imo z —oo ("~ neskon¢no”) in oo ("neskonéno”).

Obnasanje okoli polov smo ze raziskali, torej nam ostane raziskati obnasanje racionalne
funkcije v —oo in oo.

Vzemimo racionalno funkcijo

) AnX™ + Ay X" "+ .+ aix + ag
X) =

b,x" 4+ by_1x"V 4+ ...+ bix + by
Glede na stopnjo polinomov v Stevcu (= m) in imenovalcu (= n)bomo locili naslednje
primere:

, a4 #0, b, #0

1. stopnja v Stevcu je manjSa od stopnje v imenovalcu (m < n),
2. stopnja v Stevcu je enaka stopnji v imenovalcu (m = n),

3. stopnja v Stevcu je vedja od stopnje v imenovalcu (m > n).

Primer m < n: Preoblikujmo racionalno funkcijo f tako, da Stevec in imenovalec
delimo z najvecjo stopnjo spremenljivke x, torej z x":

) = AnX" + Upox™ "+ ax+ag | X" St st as R . 0 0
box™ + by x4+ ...+ bix+ by | x” /Jn-l-b”T”-l---.—l-Xf,'L—l-% 1

. 9 . oy . .
Vrednost izraza —, r € N postaja vedno manjsa, ko vrednost spremenljivke x potuje k

—oo ali k co. Zato postaja tudi vrednost racionalne funkcije vedno manjsa, saj vrednost
v Stevcu potuje proti 0, vrednost v imenovalcu pa proti 1.

Tako smo ugotovili, da se pri velikih pozitivnih in velikih negativnih vrednostih spre-
menljivke x vrednost funkcije priblizuje 0, grafi¢no to pomeni, da je abscisna os asimp-
tota funkcije f.

(x=1*(x+1)

xX2(x = 2)(x + 2)
abscisna os asimptota funkcije. Se slika:

® V funkciji y = je stopnja Stevca 3, stopnja imenovalca pa 4, zato je
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Primer m = n: Funkcijo f preoblikujemo podobno kot v prvem primeru:

X"+ apax" "+t axtag | x" a5 a,
_ _, dn

fX — — X”7 X”
() an”—{-bn_1X”_1+...—|—b1X+b0|iX” bn+m7’1++xffl1+% bn

S podobnim razmisljanjem kot v prejSnjem primeru ugotovimo, da se za velike pozitivne
in negativne vrednosti spremenljivke x, vrednosti racionalne (= y) priblizujejo vrednosti

. Zato je premica y = ;* asimptota grafa funkcije f.
n

dp

bn

2x —3
Zgled 21: Narisimo graf racionalne funkcije f(x) = ——.

4x + 2
Zapisano funkcijo imenujemo tudi ulomnjena linearna funkcija. Ima ni¢lo v x = % in pol
VX = —%. Pomebna tocka na grafu funkcije je tudi zaCetna vrednost funkcije ali tudi

odsek na ordinatni (y) osi. V nasem primeru ima ta totka koordinati (0, —3). Stopniji

Stevca in imenovalca sta enaki, zato je asimptota grafa funkcije premica z enacbo y = %

Se slika:
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NI \
=

Primer m > n: Vzemimo f(x) = % Delimo polinom v Stevcu (p) s polinomom v
imenovalcu (g). Po osnovnem izreku o deljenju polinomov lahko izra¢unamo koli¢nik
k(x) in ostanek o(x), da velja: p(x) = k(x)- g(x)+ o(x), st(o) < st(qg). Ce zadnjo enacbo

delimo z imenovalcem g(x) in upostevamo, da je % = f(x), dobimo:

f(x) = k(x) + %, st(o) < st(q)

)
Ker je st(o) < st(q), gredo vrednosti ulomka % proti 0, ko se vrednostih spremenljivke
x priblizujejo —oo ali co. Zato se v tem primeru vrednosti funkcije f(x) priblizujejo
vrednostnim koli¢nika k(x). Torej je graf funkcije y = k(x) asimptota grafa funkcije
y = f(x).

cQ

2x2 — x =3

Zgled 22: Skicirajmo graf funkcije y = ]
X —
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Lahek racun poisce nicli: x4 = % in x, = —1 ter pol x = 1. Zacetna vrednost je v tocki
(0, 3), asimptoto pa izratunamo z deljenjem (2x*> — x — 3) : (x — 1), ki ga opravimo kar s
Hornerjevim algoritmom:

2 -1 -3
1 2 1
2 1[-2

Zadnja vrstica nam da koli¢nik 2x + 1 in ostanek —2. Asimptota ima torej enacbo

y = 2x + 1, ostanek pa bomo imenovali ulomek

X —

y

[

NUURE. o) . o o(x)
Razis¢imo Se pomen ostanka O(x) = ——, ki nastopa v enachi f(x) = k(x) + —.
q(x) q(x)

Enacho z novo oznako lahko zapiSemo tudi v obliki:
F(x) = k(x) + O(x)

Vzemimo velike pozitivne ali velike negativne vrednosti spremenljivke x. Ker je st(o) <
st(qg), je ostanek O(x) pri takih vrednostih x priblizno enak 0. Zato se graf funkcije
y = f(x) priblizuje grafu asimptote y = k(x):
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e tam, kjer je O(x) > 0 se graf priblizuje asimptoti nad asimptoto (f(x) = k(x) +
O(x) > k(x))

e tam, kjer je O(x) < 0 se graf priblizuje asimptoti pod asimptoto (f(x) = k(x) +
O(x) < k(x))

e v tistih x, kjer je O(x) = 0 graf asimptoto seka ali pa se je dotakne (f(x) =
k(x) + O(x) = k(x))

Za konec razdelka naredimo povzetek:

Za velike pozitivhe vrednosti ali velike negativne vrednosti spremenljivke x se graf
racionalne funkcije priblizuje asimptoti racionalne funkcije.

e Ce je stopnja polinoma v Stevcu manjsa od stopnje polinoma v imenovalcu, je
asimptota abscisna (x) os. Enacba asimptote:

y=20

e Ce je stopnja polinoma v Stevcu enaka stopnji polinoma v imenovalcu, je asimptota
premica, ki je vzporedna abscisni (x) osi. Enacha asimptote:

= =
YT
kjer je a vodilni koeficient polinoma v Stevcu, b pa vodilni koeficient polinoma v
imenovalcu.

o Ce je stopnja polinoma v Stevcu vedja od stopnje polinoma v imenovalcu, je asimp-
tota polinom, ki je enak koli¢niku pri deljenju polinoma v Stevcu s polinomom v
imenovalcu. Enacba asimptote:

y = k(x)

35



Racionalne neenache

Racionalne imenujemo tiste neenacbe, ki jih lahko s prenasanje ¢lenov preoblikujemo

do urejene oblike
f(x)<0

kjer je f(x) polinom ali racionalna funkcija, < pa poment enega od naslednjih znakov:

<> <2

Kako resimo racionalne enacho? Najpogosteje uporabimo naslednji postopek:

Neenacbo preobilujemo do urejene oblike f(x) < 0.

Izracunamo kriticne tocke funkcije f; pri polinomih le nicle.

Abscisno (x) os razdelimo s kriti¢nimi tockami na vec intervalov.

Ugotovimo predznak funkcije f na posameznih intervalih.

Zapisemo resitev. Obicajno je to unija intervalov.

Zgled 23: Resi neenatbho (x(x + 2))? < x% + 4(x + 1).

Urejanje: x(x> +4x +4) < X’ +4x +4 = x"+4x3 +3x2 —4x -4 < 0.

Nicle: Pois¢emo jih, recimo s Hornerjevim algoritmom; dobimo x; = 1,x, = —1,x3 =
=2(1).

Razdelitev abscisne osi in predznaki na posameznih intervalih (predznake najenostav-
neje dolo¢imo tako, da si na¢rtamo priblizen graf funkcije f). Ker je znak neenakosti
<, so na x osi za nas zanimivi tisti x, kjer je graf "pod” ali na osi x:

+\+—/+ }
_2_\]

1
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Zapis resiteve: x € [—1,1]. [ |

2x — 1 1

Zgled 24: Resi neenacho X2 < 5

1.nacin: Pri racionalnih enacbah f(x) <« 0 , kjer je f racionalna funkcija, pomislimo,
da bi jo lahko preoblikovali tako, kot to storimo pri racionalni enacbi, ko odpravimo
ulomke. Toda pri mnozenje neena¢hb moramo upostevati dejstvo, da se pri mnozenju
z negativnim Stevilom znak neenakosti spremeni. Tako je v primeru x = 0 skupni
imenovalec 2(3x + 2) pozitiven in se znak neenakosti ne spremeni, v primeru x = —1 pa
je skupni imenovalec 2(3x +2) negativen, zato se znak neenakosti < sprement v znak >.
Zagato reSimo tako, da celo neenatbo pomnoZimo z 2(3x + 2)%; tako odpravimo ulomke,
pa tudi znak neenakosti ostane enak, saj mnozimo s pozitivhim stevilom. Paziti moramo
le na to, da iz mnoZice resitev izlo¢imo Stevilo x = —2, saj bi v tem primeru mnozili z 0.
Po mnoZenju z 2(3x + 2)? neenacba postane: 2(2x — 1)(3x + 2) < (3x + 2) in v urejeni
obliki dobimo kvadratno neenatbo: 3x>—10x—8 < 0. Ni&li ustrezne kvadratne funkcije

sta x; = —% in x = 4, iz primerne slike pa preberemo mnozico resitev R = (—%, 4. O

2.nadin je tak, kot smo ga opisali v prejsnjem primeru. Neenacbo preoblikujemo v:

2x —1 1<0:>4x—2—3x—2< N x—4 <0

3x+2 27 2(3x + 2) - 23x+2) —
Kriti¢ni tocki ustrezne racionalne funkcije sta ni¢la v x =4 in pol v x = —%. NariSimo
ustrezno sliko:

+ : — +
! x
—2 4

Iz grafa preberemo resitev: x € (—%, 4. O [ |
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Naloge

. Naj bo p(x) polinom stopnje 13 z vodilnim koeficientom 2, g(x) pa polinom stopnje
8 z vodilnim koeficientom -3. Ce je:

kix) = (2p(x) = 3q(x)) - (p(x)a(x) + x + 1),

poisci stopnjo in vodilni koeficient polinoma k(x). [VT— V€ ]

1980

. Za polinom p(x) = (x* — 2x + 2)"9%7 . (=2x> 4 4x — 1)'%%, poiddi:

(a) stopnjo,
(b) vodilni koeficient in
(c) * vsoto njegovih koeficientov

(08617 'VE66 |

. Najbo p(x) = x*—2x+2, q(x) =x*+1, r(x) = x—2in s(x) = 2. Poi&¢i koli¢nik
in ostanek pri deljenju polinoma P(x) s polinomom Q(x), ¢e je:

(@) P(x)=(p-q+q-s)x)in Qx) = (s* + 2r)(x),

(b) P(x) = (s*+2r)(x) in O(x) = (p - q + q - 5)(x).

(d ‘0 ‘T g+ x = xE

. Deli naslednje polinome z najpreprostejSo metodo in rezultate preizkusi (p: g =
k+2 & k-qg+o=q)

(@) 2x* = 3x? +5x — 4, x + 2,

(b) 4x* —2x +1, 2x — 2,

(c) 6x? —4x + 3, 3x — 4,

L f1c . e
EB + xz :nuawnad walupez A ]

. Poi&¢i polinom, ki pomnoZen s polinomom x? + 3x — 1 da polinom 3x* + 10x? +
5x2 + 14x — 5. [G+ X+ X

. Poi&¢i m tako,da bo polinom x> + 2x% + mx — 2 deljiv s polinomom x — 2. Poi&¢i
tudi koli¢nik deljenja. [L+ Xy + X L]

. Ce polinom x> + ax? — 9x + b delimo s polinomom x? + x + 1, dobimo ostanek
—4x 4+ 17. Koliksna sta koeficienta a in b ter koli¢nik ? [0 —X"LL'G—]
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8. Razstavi polinom p(x) = x* + 4x> — 7x? — 34x — 24 na produkt dveh kvadratnih
polinomov tako, da bo eden oblike x? + 6x + a. lzratunaj $e ni¢le polinoma p(x).
[f—'€C—"L— '8 =0]

9. Poisti ni¢le polinoma g(x) = x* — 2x3 — 10x? + 6x + 21, &e ve$, da (x> —3) | g(x).

[g/\¢ NCF L]

10. Izratunaj v/p(x), ¢ je p(x) = x* + 4x3 + 12x% + 16x + 16. (upostevaj, da je
Va=b & b?= a;vnasem primeru bo a dani polinom, b pa neznani polinom
druge stopnje, katerega koeficiente izracunamo s pomocjo definicije enakosti dveh

polinomov). [Z(17 + X7+ X) = (x)d]

11. Razcepi naslednje polinome v R[x] (tj. na produkt polinomov z realnimi koeficienti).

(a) 2x* — 54 (d) x> —10x2 + 23x — 14

(b) 2x3 — x? 4+ 2x — 1

(c) x* —6x" +8 (€) (x+1)(x + 2)(x + 3)(x + 4) — 24
2

[G— W QMU es ed (9) nuawnud A ‘| ewournjod ebauep 1921u po eua 3f (p) ntawnud A :brwep ]

P —x2—x+1 [Z_L):;ZX]
x4 —x3—=3x24+5x—-2"

12. Okrajsaj ulomek:

13. Resi v mnozici realnih Stevil R naslednje enacbe:

(@) x> —4x? —6x+12=0 (c) 6x°+11x* +8x> +18x* —8x—-8=10
(b) 2x* —x3 —13x2 —6x =0 (d) 3x" = 7x* —14x —-12 =0

0 IE IZ 1 IZ 0 i’ i’ { —— ‘
A A S A ENTFE o
14. Poisci polinome p(x) s podatki (st = stopnja polinoma, x; = nicla polinoma):

(@) st=4, x;=0, x =1(Il), x3=-1, p(2) =12
(b) st=5, xy =—1, xx, =2(lll), x3=—-2, p(0) = —48

(2 +X) (2 =X)L +X)€ XT + XT = XT = XT

15. Skiciraj grafe naslednjih polinomov:

(@) p(x) = 2x* —5x — 3 (d) p(x) =x*—6x>+8
(b) p(x) = —%(x — 1)%(x + 2)(x — 3)°
(c) p(x) =x>+2x*+3 (e) p(x) = x" —2x> —3x> + 4x + 4
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16. Na spodnji sliki sta prikazana grafa polinoma Cetrte stopnje in linearne funkcije.
Zapisi njuni enachi in izracunaj koordinati tock A in B na sliki.

17. Danim racionalnim funkcijam poisci nicle in pole ter razis¢i njih obnasanje na
robu definicijskega obmocja. Potem skiciraj njihove grafe:

2x — 1 1 2
(@) f(X):x+3 (d)f:XHx—1_X+2
2 _22
(b) f(x):ﬁ ) f:x ();+1)
x+1
(c) flx) = x =)

18. Resi naslednje neenacbe:

(@) 2x> > 5x +3 (@ 21 5o
_12—
(b) x> +2x+3<0 (ZX 1)
X_
(0 x' =2 — 3 +4x +4<0 Ul
2x — 1 1 2 3
| >
(d) x—|—3<0 (g)x—1+x—|—1_x2—1

19. * Resi naslednje iracionalne enacbe:
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) V2x+7+V3x—=8=V7x+1, () Vx+7—-Vx—-12=1,
b) 2x + V4x — :%,

1+ 2x .
C) \/2X+3+\/X—2:4, (g) \/X_ZZ\/X+3_\/mln
(d) VX 4+ Vx +15 =33,
(e) Vx2+x+1+4=x, (h) * x> +3—=V2x2=3x+2=3(x+1).

a

(
(
(

[V zadnjem primeru (h) uvedi novo neznanko z = 2x? — 3x|

Naloge na maturah in zaklju¢nih izpitih

1.
2.

. Viunkciji f(x) =

Poisti presetiste premice y = x + 2 z grafom polinoma p(x) = x> — 2x? +3x + 1.

Priblizno skiciraj graf polinoma y = x?(x — 3).

Priblizno skiciraj graf funkcije y = ﬁ

Naj bo f(x) !
aj bo f(x) = —.
aj X2
(@) Doloci vsa realna stevila x, da bo 4 < f(x) < 0.

(b) Graf funkcije f vzporedno premaknemo za 1 desno v smeri x osi. Doloci
enacbo dobljene krivulje in to krivuljo tudi narisi.

2x +1
Narisi graf funkcije f(x) = 3 Zapisi enacho premice, ki ne seka grafa
funkcije f in je:
(a) vzporedna osi x, (b) vzporedna osi y.
Resi enatho 7 — V37 — x? = x.
x*+a

je a enak abscisi, b pa ordinati tocke, v kateri ima funkcija

x>+ b
y = 2x% + 12x + 19 minimum. Dolodi a in b ter skiciraj graf funkcije.

Skiciraj racionalni funkciji

2X_1'an X 3 + >
= . L d .
x+3 9 Ax—2) " Ax+2)

£(x)

v istem koordinatnem sistemu in odcitaj koordinate presecis¢. Presecis¢a kon-
troliraj Se racunsko.

4



9. Preveri, da je tevilo 2 dvojna ni¢la polinoma p(x) = x* — 2x3 + 6x? — 32x + 40.
Poiscite Se preostali dve (kompleksni) nicli.

10. Narisite graf funkcije f(x) = ﬁg (brez uporabe odvoda). Zapisi presecisci

grafa s koordinatnima osema, pola in enacho vodoravne asimptote.

11. Doloti Stevilo a tako, da bo ostanek pri deljenju polinoma p(x) = x> —2x + a s
polinomom ¢(x) = x — 3 enak 4. Zapisi koli¢nik k(x) pri tem deljenju.

42
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